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Abstract. Solving hard problems is one of the most important issues in computing to be
addressed by a quantum computer. Previously, we have shown that the H-SEARCH; which is
the problem of finding a Hadamard matrix (H-matrix) among all possible binary matrices of
corresponding order, is a hard problem that can be solved by a quantum computer. However, due
to the limitation on the number of qubits and connections in present day quantum processors,
only low orders H-SEARCH are implementable. In this paper, we show that by adopting classical
construction/search techniques of the H-matrix, we can develop new quantum computing
methods to find higher order H-matrices. Especially, the Turyn-based quantum computing
method can be further developed to find an arbitrarily high order H-matrix by balancing the
classical and quantum resources. This method is potentially capable to find some unknown
H-matrices of practical and scientific interests, where a classical computer alone cannot do
because of the exponential grow of the complexity. We present some results of finding H-matrix
of order more than one hundred and a prototypical experiment to find even higher order matrix
by using the classical-quantum resource balancing method. Although heuristic optimizations
generally only achieve approximate solutions, whereas the exact one should be determined by
exhaustive listing; which is difficult to perform, in the H-SEARCH we can assure such exactness
in polynomial time by checking the orthogonality of the solution. Since quantum advantage over
the classical computing should have been measured by comparing the performance in solving
a problem up to a definitive solution, the proposed method may lead to an alternate route for
demonstrating practical quantum supremacy in the near future.
1. Introduction
1.1. Background
A Hadamard matrix (H-matrix) is a binary orthogonal matrix with {−1,+1} elements whose
any distinct pair of its columns (or rows) are orthogonal to each other. Such a matrix only exists
when it is square and the length of its column (row) is a multiple of four; i.e., for an M ×M
dimension H-matrix, then M = 4k for a positive integer k. The reversed statement that for
any positive integer k there is a H-matrix is also believed to be true, although a mathematical
proof (nor disproof) not yet exists. This is a long standing problem of the Hadamard Matrix
Conjecture.
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The H-matrix has been a subject of scientific and practical interests. First discovered and
described by Sylverster in 1867 [1], it is further studied by Hadamard concerning its relationship
with the determinant problem [2]. The orthogonal property and binaryness of its elements
make it widely used in information processing and digital communications. The CDMA (Code
Division Multiple Access) system employs Hadamard-Walsh code to reduce interference among
their users, so that the communication capacity of the system is not badly deteriorated by the
increasing number of users. The H-matrix is also used by Mariner 9 space-craft as its ECC
(Error Correcting Code) for sending images of Mars to a receiving station located on Earth,
thanks to its capability for long error correction.
Some particular kinds of H-matrices can be found (constructed) easily, while others need huge
computational resource to do. An H-matrix of size M ×M is also called an M -order H-matrix.
When M follows a particular pattern M = 2n, where n is a positive integer, the matrix can be
easily constructed by the Sylvester’s tensor product. Hadamard constructed the H-matrices of
order 12 and 20 [2], whose orders do not follow the 2n pattern. It indicates that other orders than
prescribed by the Sylvester’s method do exist. Paley showed the construction of H-matrix of
order M = 4k where k ≡ 1 mod 4 and k ≡ 3 mod 4, which are known as the Paley Type I and
Type II H-matrices, respectively [3]. In the formulation, he employed the method of quadratic
residues in a Galois field GF (q), where q is a power of an odd prime number. Various kinds of
construction methods have also been proposed, among others which are related to the method
described in this paper, are the Williamson [4], Baumert-Hall [6], and Turyn [7]. These three
later methods involve searching of particular binary sequences as an essential stage; therefore,
we also refer them to as (classical) H-matrix searching methods.
Although at a glance it looks simple, finding a H-matrix is actually a challenging task. Low
orders H-matrices can be calculated by hand, such as the 12 and 20 cases found by Hadamard
[2]. To find a H-matrix of order 92, in 1961 three JPL (Jet Propulsion Laboratory) researchers
employed a state of the art computer at that time, the IBM/7090 Mainframe [5]. For the order
under 1, 000, the most recent unknown H-matrix successfully found is the one with order 428,
which was discovered in 2005 by using computer search of a particular binary sequence [9]. The
method described in their paper is of particular interest because the next unknown H-matrices,
such as the one with order 668, can possibly be discovered using the same method. The main
reason they have not been found at this time is because of the huge computational resource
needed to find such a matrix, which grows exponentially by the order of the matrix.
Finding a H-matrix of order M among all of about 2M
2
binary matrices, which we call
H-SEARCH, is a hard problem. We have proposed to find such a matrix by using a quantum
computer due to its capability in solving hard problems [13]. Theoretically, a quantum computer
will need around M2 qubits in superposition to solve such a problem. However, in the existing
quantum annealing processor, we need around M3 due to extra ancillary qubits required to
translate k-body terms into 2-body Ising Hamiltonian model. In this paper, we show that by
adopting the classical searching methods, we can reduce the required computing resource, which
for a quantum annealing processor implementing the Ising model, will become around M2. We
describe how to formulate the corresponding Hamiltonian related to the classical methods and
shows some results of order up to more than one hundred. We also describe how to further
develop this technique to find higher order matrices, by managing the classical and quantum
computer resources.
Usually, solving an optimization problem by annealing or heuristic methods yields only an
approximate solution, i.e., we can not sure that it is actually the optimal point, unless all of
possible solutions are enumerated. However, enumeration of all possible solutions of a hard
problem is an extremely laborious task. In contrast, the correctness of a solution in H-SEARCH
can be verified easily in polynomial time; i.e., by evaluating the orthogonality of the found
matrix (solution). If we consider the solution as a certificate, H-SEARCH behaves like an NP-
Figure 1. Quantum computing methods for solving the problem of finding high-
orders H-matrix developed from classical methods. In the previous direct method [13],
we represent an M -order H-matrix to be found by an M ×M binary variables, which becomes
O(M2) logical qubits and O(M3) physical qubits including the ancillas, to be implemented on
a quantum processor with Ising model. In this paper, we adopt three classical methods; i.e.,
the Williamson, Baumert-Hall, and Turyn, into quantum computing algorithms by formulating
their corresponding Hamiltonian. Each of the quantum computing methods needs O(M)
logical qubits, which translates into O(M2) physical qubits when they are implemented on
a QAM (Quantum Annealing Machine) type processor. In QGM (Quantum Gate Machine)
processor, the number of required qubits will be proportional to the number of logical qubits
in the Hamiltonians, i.e. O(M). We can employ QAOA (Quantum Approximate Optimization
Algorithm) to implement the proposed methods on the QGM processor.
complete problem because finding the solution is hard, but checking its correctness is easy. In
this particular point of view, H-SEARCH is an interesting quantum computing problem worth
to consider in addressing practical quantum supremacy.
1.2. A Brief on Quantum Computing
In general, existing quantum computers can be categorized into the universal quantum gate
(QGM-Quantum Gate Machine) and quantum annealer (QAM-Quantum Annealing Machine).
Both of them have been built and are accessible by public users through the Internet. The
implementation scheme of the proposed methods for both of these kinds of quantum computers
are illustrated in Fig.1. The direct method, which workd for QAM and has been described in our
previous paper [13], will be used as a reference. Three main proposed methods are derived from
non-quantum computing/classical H-matrix construction methods, which we will referred to as
the Williamson, Baumert-Hall, and Turyn methods. For each of the method, we will described
how to formulate its corresponding quantum Hamiltonian to be implemented on the quantum
computers.
The QAM processor, such as the D-Wave, only accepts problems in the form of a 2-body
Hamiltonian, which generally can be expressed by
Hˆpot (σˆ) ≡ −
∑
i 6=j
Jij σˆ
z
i σˆ
z
j −
∑
i
hiσˆ
z
i (1)
which is a Hamiltonian of an Ising system, where Jij is a coupling constant or interaction strength
between a spin at site i with a spin at site j, hj is magnetic strength at site j, and {σˆαi } are
Pauli’s matrices of directions α = {x, y, z} at site-i. The processor performs quantum annealing
by introducing a transverse field given by [14, 15]
Hˆkin (σˆ) ≡ −Γ
∑
i
σˆxi (2)
which is evolved according to the following equation
HˆQA (σˆ, t) =
(
1− t
τ
)
Hˆkin (σˆ) +
t
τ
Hˆpot (σˆ) (3)
where t ∈ [0, τ ] denotes time. The problem to solve should be encoded in Hˆpot, which is
represented by the Ising’s coefficient Jij and hi for each of the problem. Some optimization
problems have been solved by the quantum annealing methods; among others are: hand written
digit recognition [16], computational biology [17], and hydrologic inverse analysis [18].
On a QAM, the formulation of the H-SEARCH is started by calculation of its energy function
E(s) as a function of binary variables s ∈ {−1,+1}. For conciseness, we will represent the value
of s by its signs {−,+}. In general, E(s) might contain high order k-body interaction terms
so that we will denote it by Ek(s), whereas the Ising model allows only up to 2-body terms in
E2(s). To obtain the 2-body expression, and eventually a 2-body quantum Hamiltonian Hˆ2 (σˆ),
a sequence of transforms given by the following construction diagram should be conducted [13],
Ek(s)→ Ek(q)→ E2(q)→ E2(s)→ Hˆ2 (σˆ) (4)
where q ∈ {0, 1} is a Boolean variable.
In the previous paper [13], implementation of an M -order H-matrix on a QAM needs
M2 number of logical (binary) variables and additional M2 × (M − 1)/2 ancillary variables
(ancillas) so that the overall complexity is O(M3). In this paper, by adopting classical H-
matrix construction methods, we can reduce the required number variables significantly into
O(M2) which enables the search of higher order H-matrices than before. In the followings, we
will address three quantum H-SEARCH methods, which are derived from the classical methods of
Williamsons, Baumert-Hall, and Turyns. In each of these method, we derive their corresponding
Hamiltonians based on some criteria that are specifics for each of the cases. Low order cases can
be calculated by hand, while higher order ones should symbolically calculated by a computer
due to the large number of terms and variables. The complete lists of and expressions of the
Hamiltonians will be provided in the Supporting Materials section. The proposed methods are
illustrated in Fig.(1).
In the QGM quantum computing, we can employ QAOA (Quantum Approximate
Optimization Algorithm), which is well-suited for solving an optimization problem on NISQ
(Noisy Intermediate-Scale Quantum) quantum processors. In principle, the general k-body
Hamiltonian can directly be implemented on a QGM. Therefore, the required number of physical
qubits will be about the same as the number of logical qubits. However, since the implementation
needs direct connection to the actual machine, which is not available for us at this time, we will
not address the experiment in the current paper.
2. Results
2.1. Williamson Based Method
The Sylvester construction method builds a larger H-matrix H2n from smaller ones H2n−1 by
applying the following tensor product iteratively,
H2n = H2 ⊗H2n−1 =
(
H2n−1 H2n−1
H2n−1 −H2n−1
)
where H2 =
(
+ +
+ −
)
, i.e., it is a kind of plugging-in smaller H-matrices into a particular
structure to obtain a larger H-matrix. The Williamson method also builds a higher-order matrix
from smaller ones, except that the smaller matrices are not necessarily an orthogonal one. In
general, we can express the Williamson type H-matrices W by [4, 8, 10]
W =

A B C D
−B A −D C
−C D A −B
−D −C B A
 (5)
where A,B,C,D are block matrices, whose any pair of them are commutative, i.e., [A,B] =
[A,C] = [A,D] = [B,C] = [B,D] = [C,D] = 0, with [A,B] = ATB − BTA, · · · , etc expressed
the commutativity of a pair of matrices A,B, · · · etc. The orthogonality property of W needs
the following requirement to be satisfied,
ATA+BTB + CTC +DTD = 4kIk (6)
We will use the properties of the Williamson matrix; will especially the one given by Eq.(6), to
formulate the Hamiltonian of Williamson-based quantum computing method. To further reduce
the number of variables, we choose A,B,C,D sub-matrices which are symmetric and circular.
For an illustration, consider k = 3 which yields a 4k = 12-order H-matrix. The matrices can
be expressed in terms of binary variables si ∈ {−1,+1} by
A =
s0 s1 s1s1 s0 s1
s1 s1 s0
 , B =
s2 s3 s3s3 s2 s3
s3 s3 s2
 , C =
s4 s5 s5s5 s4 s5
s5 s5 s4
 , D =
s6 s7 s7s7 s6 s7
s7 s7 s6
 (7)
Then, the requirement for Williamson matrix given by Eq.(6) for k = 3 becomes
ATA+BTB + CTC +DTD =
12 v vv 12 v
v v 12
 = 12I3 (8)
where v = 4 + 2 (s0s1 + s2s3 + s4s5 + s6s7). Suppose that V ≡ [vi,j ] = ATA + BTB + CTC +
DTD. Naturally, we can define an s-dependent k-body energy function by
Ek(s) =
2∑
i=0
2∑
i=0
(vi,j(s)− 12δi,j)2 (9)
where δi,j is a Kronecker delta function. The orthogonality requirement of W will be satisfied
when Ek(s) = 0, which is the lowest value of the energy function in Eq.(9). For the k = 3 case,
the energy function Ek(s) can be expanded into
Ek(s) = 6 (4 + 2(s0s1 + s2s3 + s4s5 + s6s7))
2 (10)
(a) (b)
Figure 2. A Hamadard matrix of order 12 which is discovered by the Williamson’s based
quantum computing method. In (a), elements of H-matrix are represented by white color,
which are +1, and black correspond to −1. In the indicator matrix, white corresponds to M ,
which is 12 in this case, and black to 0. Statistics of the results are displayed in (b): energy
distribution in top and occurrence of the solution at the bottom curve. The lowest energy
solution at E = −45.988 corresponds to the 12 order H-matrix. We see from the histogram at
the bottom part of the figure that most of the solutions are concentrated around this energy
value.
For implementing an energy function to a QAM processor; such as the D-Wave, the k-body
energy function Ek(s) should be transformed into a 2-body energy function E2(s) using the
steps given by the construction diagram in Eq.(4). In the process, we should choose a constant
δ to translate the k-body into 2-body function, that should be larger than the maximum value
Emax of the energy function [19]. By taking Emax = 26, 976, which is the maximum value of
Ek(s) by assuming all of si = +1, then taking δ = 2Emax, we obtain the following result
E2(s) = 13, 728s0 + 13, 728s1 + · · ·+ 13, 488s0s1 + · · ·+ 192s10s11 + 162, 720 (11)
This 2-body energy function gives the potential Hamiltonian Hˆpot(σˆ) ≡ Hˆ2(σˆz) as follows,
Hˆ2(σˆ
z) = 13, 728σˆz0 + 13, 728σˆ
z
1 + · · ·+ 13, 488σˆz0σˆz1 + · · ·+ 192σˆz10σˆz11 + 162, 720 (12)
which can be encoded into a quantum annealing processor.
In the experiment, we extract the Ising coefficients {Jij , hi} then submit them to the D-Wave.
We have set the read number to 10, 000 and obtain some solutions at minimum energy values.
For k = 3, which corresponds to H-matrix of order 12, the required number of logical qubits was
8 which translates into 36 physical qubits, we have obtained the minimum energy at −45.988.
The results is displayed in Fig.(2), where (a) shows the found H-matrix H and its indicator
matrix D ≡ HTH and (b) is the distribution of energy of all solutions.
Higher orders matrices, up to order 36 that needs 49 qubits to implement, has also been
found successfully using the D-Wave. All of the complete expression of the Hamiltonians and
the found matrices are listed in the Appendix section.
2.2. Baumert-Hall Based Method
In principle, the Baumert-Hall based method is similar to the Williamson’s by first finding the
A,B,C,D block matrices, except that the construction of the H-matrix is given by the following
12× 12 structure of block matrix [6, 8]:
H =

A A A B −B C −C −D B C −D −D
A −A B −A −B −D D −C −B −D −C −C
A −B −A A −D D −B B −C −D C −C
B A −A −A D D D C C −B −B −C
B −D D D A A A C −C B −C B
B C −D D A −A C −A −D C B −B
D −C B −B A −C −A A B C D −D
−C −D −C −D C A −A −A −D B −B −B
D −C −B −B −B C C −D A A A D
−D −B C C C B B −D A −A D −A
C −B −C C D −B −D −B A −D −A A
−C −D −D C −C −B B B D A −A −A

(13)
Considering the usage efficiency of the variables, A,B,C,D are also chosen to be symmetric
circulant block matrices identical to the Williamsons’s method described in the previous section.
For a k×k size of the block matrices, Eq.(13) yields a 12k×12k dimension of the H-matrix. The
formulation of the energy function also follows the Williamsons method described previously.
Experiments on finding Baumert-Hall matrices using D-Wave quantum processor indicates
that the capability of the method is limited by the available number of qubits and the capability
of the embedding tool [20]. We have successfully find the Hadamard matrix up to order 108
using this method. For the 108-order case, initial energy function Ek(s) to find this matrix is
given by the following
Ek(s) = 432s0s2 + · · ·+ 720s18s19 + · · ·+ 432s16s17s18s19 + 5, 760 (14)
whose corresponding k-body Hamiltonian is given by
Hˆk(σˆ
z) = 432σˆz0σˆ
z
2 + · · ·+ 720σˆz18σˆz19 + · · ·+ 432σˆz16σˆz17σˆz18σˆz19 + 5, 760 (15)
The 2-body Hamiltonian realized on the quantum annealing processor is given by,
Hˆ2(σˆ
z) = 10, 555, 200σˆz0 + 10, 561, 680σˆ
z
1 + · · ·+ 2, 636, 352σˆz0σˆz1 + · · ·+ 1, 728σˆz54σˆz59 + 316, 483, 200
(16)
We observe that the magnitude of the coefficients of the Hamiltonian are quite large, but they will
be normalized by the system when they are entered into the D-Wave system. After extracting
the Ising parameters and submitting to the D-Wave cloud, we obtain the solutions containing
correct values of si for building the H-matrices. Figure 3 shows a 108 order H-matrix, which
was found by the Baumert-Hall based method and its corresponding energy statistics as output
of the quantum computer.
2.3. The Turyn Based Method
In this method, first we find a set of 4-sequences {X,Y, Z,W} that has particular properties,
then use them to construct a H-matrix based on Goethals-Siedel method [7, 9]. We translate
the requirements into energy functions which then programmed into a quantum processor. In
essence, the workflows of the Turyn based method are as follows
(i) Find an (n, n, n, n − 1) Turyn-Type (TT) sequence: TT-generating Algorithm →
{X,Y, Z,W}
(a) (b)
Figure 3. Hamadard matrix of order 108 obtained by the Baumert-Hall’s based quantum
computing method. Part (a) shows the H-matrix H and its corresponding indicator matrix
D = HTH, black-white pixels corresponds to elements with −1 and +1, respectively for the
H-matrix, and 108 and 0 values for the indicator matrix . The curve and histogram in (b)shows
that the solution is evenly distributed across the energy. The minimum energy corresponding
to the solution is achieved at E = −1, 499.9.
(ii) Construct base sequences: {X,Y, Z,W} → {A,B,C,D}
(iii) Construct T-sequences:{A,B,C,D} → {T1, T2, T3, T4}
(iv) Construct seed sequences:{T1, T2, T3, T4} → {A1, A2, A3, A4}
(v) Construct block symmetric circular matrices: {A1, A2, A3, A4} → {XA1, XA2, XA3, XA4}
(vi) Construct Hadamard matrix: {XA1, XA2, XA3, XA4} → H, which is given by
H =

XA1 XA2R XA3R XA4R
−XA2R XA1 XTA4R −XTA3R
−XA3R −XTA4R XA1 XTA2R
−XA4R XTA3R −XTA2R XA1
 (17)
where R is a back-diagonal identity matrix of size k × k as follows
R =

0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0
 (18)
We derive the energy function from the requirement of a valid TT-sequences given by,
NX(r) +NY (r) + 2NZ(r) + 2NW (r) = 0; r ≥ 1 (19)
where NX(r), NY (r), NZ(r), NW (r) are non-periodic auto-correlation functions of the sequences
{X,Y, Z,W} calculated at lag-r, respectively. The non-periodic auto-correlation function of a
sequence V = [v0, v1, · · · , vn−1]T is given by,
NV (r) =
n−1−r∑
t=0
vivi+r (20)
for r = 0, 1, · · · , n − 1 and NV (r) = 0 for r ≥ n. Since the value of Eq.(19) can be negative,
whereas the annealing is performed to achieve a minimum value, we adopt a non-negative energy
function which are sum of squared value of the auto-correlation function at each lag r ≥ 1 as
follows,
E ≡
∑
r≥1
(NX(r) +NY (r) + 2NZ(r) +NW (r))
2 (21)
To efficiently use available qubits in the quantum processor, it is important to reduce the
number of variables encoded to the qubits as few as possible. We can achieve this by further
employing the property of a TT-sequence. In this case, we can normalize the TT-sequence
[9] to obtain XT = (x0, x1, · · ·xn−1), Y T = (y0, y1, · · · yn−1)T , ZT = (z0, z1, · · · zn−1), and
W T = (w0, w1, · · ·wn−1), which have the following properties
• x0 = y0 = z0 = w0 = 1
• xn−1 = yn−1 = −1, zn−1 = 1
• x1 = xn−2 = 1, y1yn−2 = −1
For clarity, in the followings we present an example of the Hamiltonian formulation for
the lowest order of k = 4 case. The first step as described previously is to find a TT (4) -
sequences X,Y, Z,W . By representing the elements of the sequences as binary (spin) variables
si ∈ {−1,+1}, and applying the properties of a normalized sequence explained previously, a
TT (4) will be as follows,
X = (1, 1, 1,−1)T
Y = (1, s0,−s0,−1)T
Z = (1, s1, s2, 1)
T
W = (1, s3, s4)
T
(22)
To determine the energy function, we have to calculate non-periodic auto-correlation functions
NX , NY , NZ , NW given by Eq.(20). Since s
2
i = 1, we get the following results after simplifications
NX = (4, 1, 0,−1)T
NY = (4, 2s0 − 1,−2s0,−1)T
NZ = (4, s1 + s2 + s1s2, s1 + s2, 1)
T
NW = (3, s3 + s3s4, s4)
T
(23)
Therefore, the energy E ≡ Ek(s) in Eq.(21), whose terms may contain a product of k variables,
is now given by
Ek(s) = 2s1 + 2s2 + 2s4 + 4s0s3 + 4s1s2 − 4s0s4
+2s1s3 + 2s1s4 + 2s2s3 + 2s2s4 + 4s0s1s2
+2s1s2s3 + 4s0s3s4 + 2s1s3s4 + 2s2s3s4
+2s1s2s3s4 + 242
(24)
In the following steps, as described by the construction diagram in Eq.(4), the energy function
should be transformed into a 2-body interacting Ising Hamiltonian. Therefore, we have to change
(a) (b)
Figure 4. Hamadard matrix of order 44 obtained by the Turyn based quantum computing
method. Part (a) shows the matrix and its corresponding orthogonality indicator, (b) display
the statistics of the solutions obtained by D-Wave. Solutions are more concentrated in the low
energy regime, where the matrix is found at E = · · · .
the s-dependent energy function into q-dependent Ek(q). After simplification, this transform
yields the following form,
Ek(q) = −16q0 − 40q1 − 40q2 − 40q3 − 24q4 + 16q0q1
+16q0q2 + 32q0q3 + 48q1q2 + 32q1q3 + 24q1q4
+32q2q3 + 24q2q4 + 40q3q4 − 32q0q1q2 − 32q1q2q3
−32q0q3q4 − 16q1q2q4 − 32q1q3q4 − 32q2q3q4
+32q1q2q3q4 + 276
(25)
The conversion into 2-body energy function requires a constant δij set to be larger than the
maximum value of the energy function Emax(k). Assuming it is at least an absolute sum of the
Ek(q) coefficients as before, we have Emax = 908. By taking twice of this maximum value, we
obtain δij = 1, 816, which transform Eq.(25) into
E2(q) = −16q0 − 40q1 − 40q2 − 40q3 − 24q4 + 5, 464q5
+5, 480q6 + 5, 496q7 + 5, 480q8 + 5, 480q9 + 5, 488q10
+1, 816q0q1 + 16q0q2 + 1, 816q0q3 + 1, 816q1q2
+1, 816q1q3 − 3, 632q0q5 + 24q1q4 + 1, 816q2q3
−3, 632q0q6 − 3, 632q1q5 + 24q2q4 − 32q2q5
+1, 816q3q4 − 3, 632q1q7 − 3, 632q1q8 − 3, 632q2q7
−3, 632q3q6 − 32q3q7 − 32q4q6 − 3, 632q2q9
−3, 632q3q8 − 16q4q7 − 3632q3q9 − 32q4q8
−3, 632q3q10 − 32q4q9 − 3, 632q4q10+
32q7q10 + 276
(26)
Transforming back Eq.(26) to the s-domain yields the following expression,
E2(s) = 912s0 + 1376s1 + 926s2 + 1844s3 + 482s4 − 908s5
−916s6 − 928s7 − 916s8 − 916s9 − 936s10 + 454s0s1
+4s0s2 + 454s0s3 + 454s1s2 + 454s1s3 − 908s0s5
+6s1s4 + 454s2s3 − 908s0s6 − 908s1s5 + 6s2s4
−8s2s5 + 454s3s4 − 908s1s7 − 908s1s8 − 908s2s7
−908s3s6 − 8s3s7 − 8s4s6 − 908s2s9 − 908s3s8
−4s4s7 − 908s3s9 − 8s4s8 − 908s3s10 − 8s4s9
−908s4s10 + 8s7s10 + 8, 448
(27)
which corresponds to the following 2-body Hamiltonian,
Hˆ2(σˆ
z) = 912σˆz0 + 1376σˆ
z
1 + 926σˆ
z
2 + 1844σˆ
z
3 + 482σˆ
z
4 − 908σˆz5
−916σˆz6 − 928σˆz7 − 916σˆz8 − 916σˆz9 − 936σˆz10 + 454σˆz0σˆz1
+4σˆz0σˆ
z
2 + 454σˆ
z
0σˆ
z
3 + 454σˆ
z
1σˆ
z
2 + 454σˆ
z
1σˆ
z
3 − 908σˆz0σˆz5 + 6σˆz1σˆz4
+454σˆz2σˆ
z
3 − 908σˆz0σˆz6 − 908σˆz1σˆz5 + 6σˆz2σˆz4 − 8σˆz2σˆz5 + 454σˆz3σˆz4
−908σˆz1σˆz7 − 908σˆz1σˆz8 − 908σˆz2σˆz7 − 908σˆz3σˆz6 − 8σˆz3σˆz7 − 8σˆz4σˆz6
−908σˆz2σˆz9 − 908σˆz3σˆz8 − 4σˆz4σˆz7 − 908σˆz3σˆz9 − 8σˆz4σˆz8 − 908σˆz3σˆz10
−8σˆz4σˆz9 − 908σˆz4σˆz10 + 8σˆz7σˆz10 + 8, 448
(28)
In the experiment, we extract Ising coefficients from the 2-body Hamiltonian and submit
them to the D-Wave system. We have successfully found the lowest order H-matrix by the
Turyn-based method shown in Fig.(4). Using this method, we successfully found an H-matrix of
order 68. Complete expressions of the Hamiltonian and the matrices are listed in the Appendix.
2.4. Balancing the Quantum and Classical Resources: Extension of The Turyn Based Method
Finding high order H-matrix through the Turyn’s method can be achieved by checking all
possible binary vector that satisfy the TT-sequences {X,Y, Z,W} requirements. Exhaustive
enumeration of all (n, n, n, n − 1) TT-sequence needs 24n−1 steps, which is an exponentially
increasing task. For finding even higher order H-matrices, we can explore the properties of the
TT-sequence to reduce the number of binary sequence to enumerate [9, 11]. In this method,
instead of finding all X,Y, Z,W at the same time, it will be more computationally realistic
to start with filling some part of them, then subsequently imposing conditions and properties
of the TT-sequence to limit the number of the sequences to check. Partially filled sequences
{X∗, Y ∗, Z∗,W ∗} with m-elements on the left part and another m-elements on the right one,
are given as follows
X∗ = (x0, x1, ..., xm−1, ∗, ∗, · · · , ∗, ∗, xn−m, · · · , xn−1)T
Y ∗ = (y0, y1, ..., ym−1, ∗, ∗, · · · , ∗, ∗, yn−m, · · · , yn−1)T
Z∗ = (z0, z1, ..., zm−1, ∗, ∗, · · · , ∗, ∗, zn−m, · · · , zn−1)T
W ∗ = (w0, w1, ..., wm−1, ∗, ∗, · · · , ∗, ∗, wn−m, · · · , wn−2)T
(29)
The requirement of non-periodic auto-correlation sum for these sequences is now become
NX∗(r) +NY ∗(r) + 2NZ∗(r) + 2NW ∗(r) = 0; r ≥ (n−m) (30)
We will refer all {X∗, Y ∗, Z∗,W ∗} sequences satisfying condition given by Eq.(30) as solution
prototypes.
Although increasing m in Eq.(29) will reduce the number of sequence to check in the following
steps, it also increases the number of the solution prototypes itself. There are about 2 millions
prototypes for 2m = 12, which will increase into about 23 millions for 2m = 14 [9, 11, 12]. It
is reported that a few TT-sequence of up to 40 can be found using classical computers, whereas
higher order ones need more powerful computers which is impossible to be implemented at the
moment. This is one of the main reasons that H-matrix of order 668 has not been found nor
declared non-exists yet, assuming that such a matrix can be constructed by the Turyn’s method.
On the other hand, we can use the solution prototypes to reduce the number of required qubits
when a quantum computer is involved in the searching. For clarity, in the followings we illustrate
this method by a simple case which is implementable on a current quantum processor. We will
consider a (4, 4, 4, 3) solution prototype to find a (8, 8, 8, 7) TT-sequence by using quantum
computing; therefore, it is a kind of finding higher order sequence by extending the lower one.
The extended TT-sequences can be expressed by
X = (x0, x1, s0, s1, s2, s3, x2, x3)
T
Y = (y0, y1, s4, s5, s6, s7, y2, y3)
T
Z = (z0, z1, s8, s9, s10, s11, z2, z3)
T
W = (w0, w1, s12, s13, s14, s15, w2)
T
(31)
with known x0, · · · , x3, y0, · · · , y3, · · · , · · · , w0, w2 and unknown s0, s1, · · · , s15.
To find the unknown values represented by si, we calculate the energy of the Turyn’s based
method as before. Among all possible {X∗, Y ∗, Z∗,W ∗} prototypes and the replacement of the
unknowns with binary variables, we choose the following solution prototype
X = (1, 1, ∗, ∗, ∗, ∗, 1,−1)T → (1, 1, s0, s1, s2, s3, 1,−1)T
Y = (1,−1, ∗, ∗, ∗, ∗, 1,−1)T → (1,−1, s4, s5, s6, s7, 1,−1)T
Z = (1,−1, ∗, ∗, ∗, ∗,−1, 1)T → (1,−1, s8, s9, s10, s11,−1, 1)T
W = (1,−1, ∗, ∗, ∗, ∗, 1)T → (1,−1, s12, s13, s14, s15, 1)T
(32)
In a real case, we have to check all of the solution prototypes.
Symbolic computing of the energy functions yields the following Ek(s),
Ek(s) = −14s0 + · · ·+ 4s0s1s2 + · · ·+ 16s12s13s14s15 + 264 (33)
Then, by using δ = 65, 936, we obtained a 2-body energy function in s-domain as follows,
E2(s) = 197, 860s0 + ..+ 16, 484s0s1 + ...+ 64s102s107 + 4, 551, 232 (34)
and the Ising Hamiltonian Hˆ2(σˆ
z) is given by,
Hˆ2(σˆ
z) = 197, 860σˆz0 + ..+ 16, 484σˆ
z
0σˆ
z
1 + ...+ 64σˆ
z
102σˆ
z
107 + 4, 551, 232 (35)
The detail expressions of all of them are listed in the Appendix section.
After extracting Ising coefficients {hi, Jij} from the Hamiltonian, we submitted them to
the D-Wave. We need 108 physical qubits to implement the problem, but embedding into
the Chimera graph with the D-Wave provided embedding tools indicates that more qubits are
required, which is 860. After quantum annealing, we get among others, the following solution
(a) (b)
Figure 5. Hadamard matrix of order 92 obtained by the extended Turyn based quantum
computing method. Part (a) shows the H-matrix and its indicator, part (b) shows statistics of
the quantum computer outputs.
X = (1, 1,−1, 1,−1, 1, 1,−1)T
Y = (1,−1, 1, 1, 1, 1, 1,−1T
Z = (1,−1,−1, 1, 1, 1,−1, 1T
W = (1,−1,−1,−1,−1,−1, 1)T
(36)
Among the 10, 000 obtained results, we identified two correct solutions. One of the solution that
has been constructed to a H-matrix, its corresponding indicator matrix, and solution statistics
are displayed in Fig.(5).
3. Discussions
Difficulties in finding a H-matrix by classical computing methods, due to the exponential grow
of the complexity, can be overcome by quantum-computing based search, such as by the direct
method [13] which represents each elements of the matrix directly into binary variables. However,
the availability of quantum computing resource limits the implementation to only finding low
order H-matrices. We have just shown in this paper that classical construction/searching
methods can be adopted to efficiently use the available resource to solve larger problems, i.e.,
finding higher order H-matrices.
The data displayed in Table.1 shows required resource and results in the Williamson and
Baumert-Hall based methods for each order of the H-matrix. Since both of them share the
same A,B,C,D block matrices, we put them side-by-side on the same table. We observe in
the table that the number of required logical qubits grows linearly by O(M) with respect to
the order of the searched matrix, whereas the physical qubits grows quadratically as O(M2),
which is caused by the ancillary qubits required to translate k-body into 2-body Hamiltonians.
In the implementation, the physical qubits and their connections should be mapped to the
topology of qubits connection in the quantum annealing processor; which is a Chimera graph
in the DW-2000Q. We have used (default) embedding s/w provided by D-Wave [20] and the
number of embedding qubits displayed in the table are taken from the output of the software.
This mapping process, which is also called minor-embedding, further increases the number of
No k
Order Number of Qubits E/P
Ratio
No. of Correct
in 10,000Williamson Baumert-Hall Logical Physical Embedded
1 3 12 36 8 36 51 1.4 322
2 5 20 60 12 78 207 2.7 493
3 7 28 84 16 316 688 5.1 282
4 9 36 108 20 210 1,492 7.1 18
5 11 44 132 24 300 NA NA NA
Table 1. Resource required in Willamson and Baumert-Hall based quantum computing
methods. To find an M order H-matrix, the required logical qubits grows by O(M) and the
physical qubits by O(M2). Embedding the connections implied by the Hamiltonian on existing
Chimera graph further increases the required qubits, which ultimately limit the capability of the
method. Decreasing percentage of correct solutions, knowing that only 10, 000 in a single run is
allowed, indicates that repeated experiments will be needed to find higher order matrices.
required qubits. In the following discussions, the number of required embedded qubits will be
labeled as the embedding qubits.
The Williamson and Baumert-Hall adopted methods can be implemented to all of matrix
orders up-to 36 for the Williamson and 108 for Baumert-Hall, as long as the embedding process
is successfull. We observe from the output of embedding tool that the highest order needs 1, 492
qubits to implement, which is more than 6 times of the required physical qubits. Observing
that the trends of the embedding-to-physical qubits ratio increases with the H-matrix order, by
taking a moderate estimate of 7 times, the 300 physical qubits for the order of 132 matrix (in
the Baumert-Hall based method) requires 2, 100 qubits to be implemented; which is more than
currently available qubits in the DW-2000Q. We also observe from the experiment results in the
quantum computer outputs that the number of correct solutions among 10, 000 number of reads
tends to decrease with the increasing order of the matrix; i.e., it is about 4% at the beginning
then decreased to about 0.2% at order 108 for the Baumert-Hall. Since the number of read is
limited to 10, 000, repeated experiments should be done to find higher order H-matrices.
Table 2 shows required number of qubits and performance of the Turyn method. An H-matrix
of order 44 and 68 have successfully been found, but higher orders matrices failed. We observe
that the number of embedding qubits compared to the number of physical qubits grows faster
than the similar case in the Williamson and Baumert-Hall based methods; i.e, it is now about 11
times at the order of 68. Assuming this factor stay the same, higher order matrices of 92, which
needs 199 physical qubits, might require about 2, 189 embedding qubits. This is more than the
currently available number of qubits in the DW-2000Q quantum processor, and therefore the
No k Order
Number of Qubits E/P
Ratio
No. of Correct
in 10,000Logical Physical Embedding
1 4 44 5 11 25 2.3 17
2 6 68 13 36 397 11.0 35
3 8 92 31 199 NA NA NA
Table 2. Resource needed in Turyn-based quantum computing method. Although the number
of required physical qubits also grows by O(M2), the jump among the order is high so that the
next one after 92 cannot successfully be embedded in DW-2000Q. We also cannot conclude the
success rate for given 10, 000 number of reads due to lack of data, although we may suspect that
it will also decrease as in the Williamsons and Baumert-Hall adopted methods.
search of order 92 H-matrix did not successful. We have proposed a solution for the limitation
of quantum computer resource by the Extended Turyn based method described previously.
Table 3 shows the required resource and performance of extended Turyn based method. For
extending k = 4 into k = 8, we need 108 physical qubits; which is then increased into 860
embedding qubits. An important feature of this method is that, as long as the number of
additional/extension ∆k = 4 is kept the same, the required qubits to solve extended problem
will also stay the same, regardless the targeted order. However, this advantage should be paid
by increasing number of solution prototypes, implying that more classical computing resources
is needed and the running number in quantum processor are also increased. We expect to have
an optimal point where the combination of the classical and quantum resources delivers the best
solution and achieves highest order of the searched H-matrix.
At present, some of H-matrices of order under 1, 000 has not yet been found, such as 668,
due to huge computational resource required to perform the computation by existing classical
methods. When using the Turyn-adopted method, even after extension, H-SEARCH for such
an order still cannot be implemented. As an illustration, with a 12 pre-filled {X∗, Y ∗, Z∗,W ∗},
the required logical qubits is 4 · (56 − 12) = 176 which becomes 176 · 175/2 = 15, 400 physical
qubits. Assuming the similar embedding performance as before at a factor of 8, the required
qubits is 123, 200 which is beyond current capability of quantum annealing processor.
A further efficiency of quantum resource can be achieved, with completing the {Z,W} part
of the sequence by a method given in [9, 11], by selection of all possible {Z,W} sequences such
that
x2 + y2 + 2z2 + 2w2 = 6M − 2 (37)
where x, y, z, w are the sum of the sequence {X,Y, Z,W}, respectively; and M = 56 for H-
order 668, and further selection of sequences where fZ(θ) < 3M − 1, fW (θ) < 3M − 1 and
fZ(θ) + fW (θ) < 3M − 1 where
fA(θ) = NA(0) + 2
n−1∑
j=1
NA(j) cos jθ (38)
and θ ∈ { jpi100 |j = 1, 2, · · · , 100}. The required logical qubits of the new problem {X∗, Y ∗, Zˆ, Wˆ}
now becomes 2 ·44 = 88, which is about 88 ·87/2 = 3, 828 physical qubits. Assuming embedding
efficiency at factor 8 as before, the embedding qubits will be about 30, 624.
Figure 6 shows the progress of available qubits in D-Wave quantum annealers [21] and the
decrease number of required qubits to implement H-matrix search of order 668 by solving the
{X∗, Y ∗, Zˆ, Wˆ} problem, where instead of 4 ×M , with M denotes extension number in each
of {X∗, Y ∗, Z∗,W ∗} sequence, now we use 2 × M unknown elements in {Y ∗, Z∗} sequences.
However, it has more solution prototypes than solving original {X∗, Y ∗, Z∗,W ∗} problem, where
all extensions in the sequences are solved in quantum processor. If we only considering required
physical qubits curve (with embedding factor 1), it should have been implementable. However,
No
k Order Number of Qubits E/P
Ratio
No. of Correct
in 10,000ORIG EXTD ORIG EXTD LOGI PHYS EMBD
1 4 8 68 92 16 108 860 8 2
Table 3. Resource required in Extended Turyn Method (ORIG: Original, EXTD: Extended,
LOGI: Logical, PHYS: Physical, EMBD: Embedding, E/P: Embedding-to-Physical). The
number of logical qubits is determined by the number of additional k in the extension ∆k,
not by the final qubits. This table only show one of success full solution prototypes.
Figure 6. Progress of required and available qubits. The red curve is the number of qubits
achieved by quantum computer manufacturer. Blue curve shows required qubits in filled-XY
method-2, the solid curve is embedded qubits, whereas the dotted blue curve show only the
number of physical qubits; both for 668 order H-matrix. The dotted curve assumes all the
Hamiltonian can be translated into physical qubits without extra qubits, whereas the solid
curve shows a more realistic case.
with the realistic embedding qubits curve with current factor of 8, it will not be achieved
by current quantum annealing processors. The solution is either by increasing the number of
connection among the qubits (couplers) with a better topology or increase the number of qubits in
the processor, or both of them. Additionally, considering recent achievement of 64 qubits volume
[22] and the 1000 qubits milestone [23] of QGM processor, the H-SEARCH implementation by
QAOA is also very promising for finding the H-matrix.
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Appendix
3.1. Complete Expressions in the Williamson (and Baumert-Hall) Method
A complete expression of Ek(s) for 12-order Williamson based method or 36-order
Baumert-Hall based method
Ek(s) = 96s0s1 +96s2s3 +96s4s5 +96s6s7 +48s0s1s2s3 +48s0s1s4s5 +48s0s1s6s7 +48s2s3s4s5 +
48s2s3s6s7 + 48s4s5s6s7 + 192
A complete expression of Ek(q) for 12-order Williamson based method or 36-order
Baumert-Hall based method
Ek(q) = 960q0q1 − 480q1 − 480q2 − 480q3 − 480q4 − 480q5 − 480q6 − 480q7 − 480q0 + 192q0q2 +
192q0q3 + 192q1q2 + 192q0q4 + 192q1q3 + 192q0q5 + 192q1q4 + 960q2q3 + 192q0q6 + 192q1q5 +
192q2q4 + 192q0q7 + 192q1q6 + 192q2q5 + 192q3q4 + 192q1q7 + 192q2q6 + 192q3q5 + 192q2q7 +
192q3q6 + 960q4q5 + 192q3q7 + 192q4q6 + 192q4q7 + 192q5q6 + 192q5q7 + 960q6q7 − 384q0q1q2 −
384q0q1q3−384q0q1q4−384q0q2q3−384q0q1q5−384q1q2q3−384q0q1q6−384q0q1q7−384q0q4q5−
384q2q3q4−384q1q4q5−384q2q3q5−384q2q3q6−384q2q4q5−384q2q3q7−384q3q4q5−384q0q6q7−
384q1q6q7−384q2q6q7−384q4q5q6−384q3q6q7−384q4q5q7−384q4q6q7−384q5q6q7+768q0q1q2q3+
768q0q1q4q5 + 768q0q1q6q7 + 768q2q3q4q5 + 768q2q3q6q7 + 768q4q5q6q7 + 864
A complete expression of E2(q) for 12-order Williamson based method or 36-order
Baumert-Hall based method by taking δ = 53, 952
E2(q) = 162816q8− 480q1− 480q2− 480q3− 480q4− 480q5− 480q6− 480q7− 480q0 + 162816q9 +
162816q10 +162816q11 +53952q0q1 +192q0q2 +192q0q3 +192q1q2 +192q0q4 +192q1q3 +192q0q5 +
192q1q4 + 53952q2q3 + 192q0q6 + 192q1q5 + 192q2q4 + 192q0q7 + 192q1q6 + 192q2q5 + 192q3q4 −
107904q0q8+192q1q7+192q2q6+192q3q5−384q0q9−107904q1q8+192q2q7+192q3q6+53952q4q5−
384q0q10− 384q1q9− 384q2q8 + 192q3q7 + 192q4q6− 384q0q11− 384q1q10− 107904q2q9− 384q3q8 +
192q4q7 +192q5q6−384q1q11−384q2q10−107904q3q9−384q4q8 +192q5q7−384q2q11−384q3q10−
384q4q9 − 384q5q8 + 53952q6q7 − 384q3q11 − 107904q4q10 − 384q5q9 − 384q6q8 − 384q4q11 −
107904q5q10 − 384q6q9 − 384q7q8 − 384q5q11 − 384q6q10 − 384q7q9 − 107904q6q11 − 384q7q10 +
768q8q9 − 107904q7q11 + 768q8q10 + 768q8q11 + 768q9q10 + 768q9q11 + 768q10q11 + 864
A complete expression of E2(s) for 12-order Williamson based method or 36-order
Baumert-Hall based method
E2(s) = 13728s0 + 13728s1 + 13728s2 + 13728s3 + 13728s4 + 13728s5 + 13728s6 + 13728s7 −
27456s8 − 27456s9 − 27456s10 − 27456s11 + 13488s0s1 + 48s0s2 + 48s0s3 + 48s1s2 + 48s0s4 +
48s1s3 + 48s0s5 + 48s1s4 + 13488s2s3 + 48s0s6 + 48s1s5 + 48s2s4 + 48s0s7 + 48s1s6 + 48s2s5 +
48s3s4−26976s0s8+48s1s7+48s2s6+48s3s5−96s0s9−26976s1s8+48s2s7+48s3s6+13488s4s5−
96s0s10− 96s1s9− 96s2s8 + 48s3s7 + 48s4s6− 96s0s11− 96s1s10− 26976s2s9− 96s3s8 + 48s4s7 +
48s5s6−96s1s11−96s2s10−26976s3s9−96s4s8 + 48s5s7−96s2s11−96s3s10−96s4s9−96s5s8 +
13488s6s7 − 96s3s11 − 26976s4s10 − 96s5s9 − 96s6s8 − 96s4s11 − 26976s5s10 − 96s6s9 − 96s7s8 −
96s5s11−96s6s10−96s7s9−26976s6s11−96s7s10 +192s8s9−26976s7s11 +192s8s10 +192s8s11 +
192s9s10 + 192s9s11 + 192s10s11 + 162720
A complete expression of Hˆ2 (σˆ
z) for 12-order Williamson based method or 36-order
Baumert-Hall based method
Hˆ2 (σˆ
z) = 13728σˆz0 + 13728σˆ
z
1 + 13728σˆ
z
2 + 13728σˆ
z
3 + 13728σˆ
z
4 + 13728σˆ
z
5 + 13728σˆ
z
6 + 13728σˆ
z
7 −
27456σˆz8 − 27456σˆz9 − 27456σˆz10− 27456σˆz11 + 13488σˆz0σˆz1 + 48σˆz0σˆz2 + 48σˆz0σˆz3 + 48σˆz1σˆz2 + 48σˆz0σˆz4 +
48σˆz1σˆ
z
3+48σˆ
z
0σˆ
z
5+48σˆ
z
1σˆ
z
4+13488σˆ
z
2σˆ
z
3+48σˆ
z
0σˆ
z
6+48σˆ
z
1σˆ
z
5+48σˆ
z
2σˆ
z
4+48σˆ
z
0σˆ
z
7+48σˆ
z
1σˆ
z
6+48σˆ
z
2σˆ
z
5+
48σˆz3σˆ
z
4 − 26976σˆz0σˆz8 + 48σˆz1σˆz7 + 48σˆz2σˆz6 + 48σˆz3σˆz5 − 96σˆz0σˆz9 − 26976σˆz1σˆz8 + 48σˆz2σˆz7 + 48σˆz3σˆz6 +
13488σˆz4σˆ
z
5 − 96σˆz0σˆz10− 96σˆz1σˆz9 − 96σˆz2σˆz8 + 48σˆz3σˆz7 + 48σˆz4σˆz6 − 96σˆz0σˆz11− 96σˆz1σˆz10− 26976σˆz2σˆz9 −
96σˆz3σˆ
z
8 + 48σˆ
z
4σˆ
z
7 + 48σˆ
z
5σˆ
z
6 − 96σˆz1σˆz11 − 96σˆz2σˆz10 − 26976σˆz3σˆz9 − 96σˆz4σˆz8 + 48σˆz5σˆz7 − 96σˆz2σˆz11 −
96σˆz3σˆ
z
10−96σˆz4σˆz9−96σˆz5σˆz8 + 13488σˆz6σˆz7−96σˆz3σˆz11−26976σˆz4σˆz10−96σˆz5σˆz9−96σˆz6σˆz8−96σˆz4σˆz11−
26976σˆz5σˆ
z
10−96σˆz6σˆz9−96σˆz7σˆz8−96σˆz5σˆz11−96σˆz6σˆz10−96σˆz7σˆz9−26976σˆz6σˆz11−96σˆz7σˆz10+192σˆz8σˆz9−
26976σˆz7σˆ
z
11 + 192σˆ
z
8σˆ
z
10 + 192σˆ
z
8σˆ
z
11 + 192σˆ
z
9σˆ
z
10 + 192σˆ
z
9σˆ
z
11 + 192σˆ
z
10σˆ
z
11 + 162720
A complete expression of Ek(s) for 20-order Williamson based method or 60-order
Baumert-Hall based method
Ek(s) = 240s0s1 + 240s0s2 + 320s1s2 + 240s3s4 + 240s3s5 + 320s4s5 + 240s6s7 + 240s6s8 +
320s7s8 + 240s9s10 + 240s9s11 + 320s10s11 + 80s0s1s3s4 + 80s0s1s4s5 + 80s0s2s3s5 + 80s1s2s3s4 +
80s0s2s4s5 + 80s1s2s3s5 + 160s1s2s4s5 + 80s0s1s6s7 + 80s0s1s7s8 + 80s0s2s6s8 + 80s1s2s6s7 +
80s0s2s7s8 + 80s1s2s6s8 + 160s1s2s7s8 + 80s0s1s9s10 + 80s3s4s6s7 + 80s0s1s10s11 + 80s0s2s9s11 +
80s1s2s9s10 + 80s3s4s7s8 + 80s3s5s6s8 + 80s4s5s6s7 + 80s0s2s10s11 + 80s1s2s9s11 + 80s3s5s7s8 +
80s4s5s6s8+160s1s2s10s11+160s4s5s7s8+80s3s4s9s10+80s3s4s10s11+80s3s5s9s11+80s4s5s9s10+
80s3s5s10s11 + 80s4s5s9s11 + 160s4s5s10s11 + 80s6s7s9s10 + 80s6s7s10s11 + 80s6s8s9s11 +
80s7s8s9s10 + 80s6s8s10s11 + 80s7s8s9s11 + 160s7s8s10s11 + 960
A complete expression of Ek(q) for 20-order Williamson based method or 60-order
Baumert-Hall based method by taking δ = 681, 600
Ek(q) = 2880q0q1 − 4000q1 − 4000q2 − 2880q3 − 4000q4 − 4000q5 − 2880q6 − 4000q7 − 4000q8 −
2880q9 − 4000q10 − 4000q11 − 2880q0 + 2880q0q2 + 640q0q3 + 5120q1q2 + 960q0q4 + 960q1q3 +
960q0q5 + 1600q1q4 + 960q2q3 + 640q0q6 + 1280q1q5 + 1280q2q4 + 960q0q7 + 960q1q6 + 1600q2q5 +
2880q3q4 + 960q0q8 + 1600q1q7 + 960q2q6 + 2880q3q5 + 640q0q9 + 1280q1q8 + 1280q2q7 + 640q3q6 +
5120q4q5 + 960q0q10 + 960q1q9 + 1600q2q8 + 960q3q7 + 960q4q6 + 960q0q11 + 1600q1q10 + 960q2q9 +
960q3q8+1600q4q7+960q5q6+1280q1q11+1280q2q10+640q3q9+1280q4q8+1280q5q7+1600q2q11+
960q3q10+960q4q9+1600q5q8+2880q6q7+960q3q11+1600q4q10+960q5q9+2880q6q8+1280q4q11+
1280q5q10+640q6q9+5120q7q8+1600q5q11+960q6q10+960q7q9+960q6q11+1600q7q10+960q8q9+
1280q7q11+1280q8q10+1600q8q11+2880q9q10+2880q9q11+5120q10q11−640q0q1q3−1280q0q1q4−
640q0q2q3−640q0q1q5−640q0q2q4−1280q1q2q3−640q0q1q6−1280q0q2q5−640q0q3q4−1920q1q2q4−
1280q0q1q7−640q0q2q6−640q0q3q5−1920q1q2q5−1280q1q3q4−640q0q1q8−640q0q2q7−1280q0q4q5−
1280q1q2q6 − 640q1q3q5 − 640q2q3q4 − 640q0q1q9 − 1280q0q2q8 − 1920q1q2q7 − 1920q1q4q5 −
1280q2q3q5 − 1280q0q1q10 − 640q0q2q9 − 1920q1q2q8 − 1920q2q4q5 − 640q0q1q11 − 640q0q2q10 −
1280q1q2q9 − 1280q0q2q11 − 640q0q6q7 − 1920q1q2q10 − 640q3q4q6 − 640q0q6q8 − 1920q1q2q11 −
1280q1q6q7−1280q3q4q7−640q3q5q6−1280q0q7q8−640q1q6q8−640q2q6q7−640q3q4q8−640q3q5q7−
1280q4q5q6 − 1920q1q7q8 − 1280q2q6q8 − 640q3q4q9 − 1280q3q5q8 − 640q3q6q7 − 1920q4q5q7 −
1920q2q7q8 − 1280q3q4q10 − 640q3q5q9 − 640q3q6q8 − 1920q4q5q8 − 1280q4q6q7 − 640q3q4q11 −
640q3q5q10 − 1280q3q7q8 − 1280q4q5q9 − 640q4q6q8 − 640q5q6q7 − 640q0q9q10 − 1280q3q5q11 −
1920q4q5q10 − 1920q4q7q8 − 1280q5q6q8 − 640q0q9q11 − 1280q1q9q10 − 1920q4q5q11 − 1920q5q7q8 −
1280q0q10q11 − 640q1q9q11 − 640q2q9q10 − 1920q1q10q11 − 1280q2q9q11 − 640q3q9q10 − 640q6q7q9 −
1920q2q10q11− 640q3q9q11− 1280q4q9q10− 1280q6q7q10− 640q6q8q9− 1280q3q10q11− 640q4q9q11−
640q5q9q10− 640q6q7q11− 640q6q8q10− 1280q7q8q9− 1920q4q10q11− 1280q5q9q11− 1280q6q8q11−
640q6q9q10−1920q7q8q10−1920q5q10q11−640q6q9q11−1920q7q8q11−1280q7q9q10−1280q6q10q11−
640q7q9q11−640q8q9q10−1920q7q10q11−1280q8q9q11−1920q8q10q11+1280q0q1q3q4+1280q0q1q4q5+
1280q0q2q3q5 + 1280q1q2q3q4 + 1280q0q2q4q5 + 1280q1q2q3q5 + 2560q1q2q4q5 + 1280q0q1q6q7 +
1280q0q1q7q8 + 1280q0q2q6q8 + 1280q1q2q6q7 + 1280q0q2q7q8 + 1280q1q2q6q8 + 2560q1q2q7q8 +
1280q0q1q9q10 + 1280q3q4q6q7 + 1280q0q1q10q11 + 1280q0q2q9q11 + 1280q1q2q9q10 + 1280q3q4q7q8 +
1280q3q5q6q8 + 1280q4q5q6q7 + 1280q0q2q10q11 + 1280q1q2q9q11 + 1280q3q5q7q8 + 1280q4q5q6q8 +
2560q1q2q10q11+2560q4q5q7q8+1280q3q4q9q10+1280q3q4q10q11+1280q3q5q9q11+1280q4q5q9q10+
1280q3q5q10q11+1280q4q5q9q11+2560q4q5q10q11+1280q6q7q9q10+1280q6q7q10q11+1280q6q8q9q11+
1280q7q8q9q10 + 1280q6q8q10q11 + 1280q7q8q9q11 + 2560q7q8q10q11 + 8000
A complete expression of E2(q) for 20-order Williamson based method or 60-order
Baumert-Hall based method
E2(q) = 2047680q12− 4000q1− 4000q2− 2880q3− 4000q4− 4000q5− 2880q6− 4000q7− 4000q8−
2880q9 − 4000q10 − 4000q11 − 2880q0 + 2047680q13 + 2049920q14 + 2047680q15 + 2047680q16 +
2049920q17 + 2047680q18 + 2047680q19 + 2049920q20 + 2047680q21 + 2047680q22 + 2049920q23 +
681600q0q1 + 681600q0q2 + 640q0q3 + 681600q1q2 + 960q0q4 + 960q1q3 + 960q0q5 + 1600q1q4 +
960q2q3 +640q0q6 +1280q1q5 +1280q2q4 +960q0q7 +960q1q6 +1600q2q5 +681600q3q4 +960q0q8 +
1600q1q7 + 960q2q6 + 681600q3q5 + 640q0q9 + 1280q1q8 + 1280q2q7 + 640q3q6 + 681600q4q5 +
960q0q10 + 960q1q9 + 1600q2q8 + 960q3q7 + 960q4q6 + 960q0q11 + 1600q1q10 + 960q2q9 + 960q3q8 +
1600q4q7 + 960q5q6 − 1363200q0q12 + 1280q1q11 + 1280q2q10 + 640q3q9 + 1280q4q8 + 1280q5q7 −
1363200q0q13−1363200q1q12+1600q2q11+960q3q10+960q4q9+1600q5q8+681600q6q7+960q3q11+
1600q4q10+960q5q9+681600q6q8−640q0q15−1363200q1q14−1363200q2q13−640q3q12+1280q4q11+
1280q5q10 +640q6q9 +681600q7q8−640q0q16−1280q1q15−1363200q2q14−640q3q13−1280q4q12 +
1600q5q11 + 960q6q10 + 960q7q9 − 1280q0q17 − 640q1q16 − 640q2q15 − 1280q3q14 − 640q4q13 −
640q5q12 + 960q6q11 + 1600q7q10 + 960q8q9 − 640q0q18 − 1920q1q17 − 1280q2q16 − 1363200q3q15 −
1920q4q14 − 1280q5q13 − 640q6q12 + 1280q7q11 + 1280q8q10 − 640q0q19 − 1280q1q18 − 1920q2q17 −
1363200q3q16 − 1363200q4q15 − 1920q5q14 − 640q6q13 − 1280q7q12 + 1600q8q11 + 681600q9q10 −
1280q0q20 − 640q1q19 − 640q2q18 − 1280q6q14 − 640q7q13 − 640q8q12 + 681600q9q11 − 640q0q21 −
1920q1q20−1280q2q19−640q3q18−1363200q4q17−1363200q5q16−640q6q15−1920q7q14−1280q8q13−
640q9q12+681600q10q11−640q0q22−1280q1q21−1920q2q20−640q3q19−1280q4q18−1363200q5q17−
640q6q16 − 1280q7q15 − 1920q8q14 − 640q9q13 − 1280q10q12 − 1280q0q23 − 640q1q22 − 640q2q21 −
1280q3q20 − 640q4q19 − 640q5q18 − 1280q6q17 − 640q7q16 − 640q8q15 − 1280q9q14 − 640q10q13 −
640q11q12−1920q1q23−1280q2q22−640q3q21−1920q4q20−1280q5q19−1363200q6q18−1920q7q17−
1280q8q16− 640q9q15− 1920q10q14− 1280q11q13− 1920q2q23− 640q3q22− 1280q4q21− 1920q5q20−
1363200q6q19 − 1363200q7q18 − 1920q8q17 − 640q9q16 − 1280q10q15 − 1920q11q14 − 1280q3q23 −
640q4q22 − 640q5q21 − 1280q9q17 − 640q10q16 − 640q11q15 − 1920q4q23 − 1280q5q22 − 640q6q21 −
1363200q7q20 − 1363200q8q19 − 640q9q18 − 1920q10q17 − 1280q11q16 + 1280q12q15 − 1920q5q23 −
640q6q22−1280q7q21−1363200q8q20−640q9q19−1280q10q18−1920q11q17−1280q6q23−640q7q22−
640q8q21−1280q9q20−640q10q19−640q11q18 +1280q12q17 +1280q13q16 +1280q14q15−1920q7q23−
1280q8q22 − 1363200q9q21 − 1920q10q20 − 1280q11q19 + 1280q12q18 + 1280q13q17 + 1280q14q16 −
1920q8q23− 1363200q9q22− 1363200q10q21− 1920q11q20 + 2560q14q17 + 1280q12q20 + 1280q13q19 +
1280q14q18−1363200q10q23−1363200q11q22+1280q12q21+1280q13q20+1280q14q19+1280q15q18−
1363200q11q23 + 2560q14q20 + 1280q12q23 + 1280q13q22 + 1280q14q21 + 1280q15q20 + 1280q16q19 +
1280q17q18 + 1280q13q23 + 1280q14q22 + 1280q15q21 + 1280q16q20 + 1280q17q19 + 2560q14q23 +
2560q17q20 + 1280q15q23 + 1280q16q22 + 1280q17q21 + 1280q16q23 + 1280q17q22 + 1280q18q21 +
2560q17q23 + 1280q18q23 + 1280q19q22 + 1280q20q21 + 1280q19q23 + 1280q20q22 + 2560q20q23 + 8000
A complete expression of E2(s) for 20-order Williamson based method or 60-order
Baumert-Hall based method
E2(s) = 342240s0+342800s1+342800s2+342240s3+342800s4+342800s5+342240s6+342800s7+
342800s8 +342240s9 +342800s10 +342800s11−342240s12−342240s13−343360s14−342240s15−
342240s16−343360s17−342240s18−342240s19−343360s20−342240s21−342240s22−343360s23+
170400s0s1 + 170400s0s2 + 160s0s3 + 170400s1s2 + 240s0s4 + 240s1s3 + 240s0s5 + 400s1s4 +
240s2s3 + 160s0s6 + 320s1s5 + 320s2s4 + 240s0s7 + 240s1s6 + 400s2s5 + 170400s3s4 + 240s0s8 +
400s1s7+240s2s6+170400s3s5+160s0s9+320s1s8+320s2s7+160s3s6+170400s4s5+240s0s10+
240s1s9 + 400s2s8 + 240s3s7 + 240s4s6 + 240s0s11 + 400s1s10 + 240s2s9 + 240s3s8 + 400s4s7 +
240s5s6 − 340800s0s12 + 320s1s11 + 320s2s10 + 160s3s9 + 320s4s8 + 320s5s7 − 340800s0s13 −
340800s1s12 + 400s2s11 + 240s3s10 + 240s4s9 + 400s5s8 + 170400s6s7 + 240s3s11 + 400s4s10 +
240s5s9 + 170400s6s8−160s0s15−340800s1s14−340800s2s13−160s3s12 + 320s4s11 + 320s5s10 +
160s6s9 + 170400s7s8 − 160s0s16 − 320s1s15 − 340800s2s14 − 160s3s13 − 320s4s12 + 400s5s11 +
240s6s10+240s7s9−320s0s17−160s1s16−160s2s15−320s3s14−160s4s13−160s5s12+240s6s11+
400s7s10+240s8s9−160s0s18−480s1s17−320s2s16−340800s3s15−480s4s14−320s5s13−160s6s12+
320s7s11 + 320s8s10− 160s0s19− 320s1s18− 480s2s17− 340800s3s16− 340800s4s15− 480s5s14−
160s6s13 − 320s7s12 + 400s8s11 + 170400s9s10 − 320s0s20 − 160s1s19 − 160s2s18 − 320s6s14 −
160s7s13− 160s8s12 + 170400s9s11− 160s0s21− 480s1s20− 320s2s19− 160s3s18− 340800s4s17−
340800s5s16− 160s6s15− 480s7s14− 320s8s13− 160s9s12 + 170400s10s11− 160s0s22− 320s1s21−
480s2s20 − 160s3s19 − 320s4s18 − 340800s5s17 − 160s6s16 − 320s7s15 − 480s8s14 − 160s9s13 −
320s10s12−320s0s23−160s1s22−160s2s21−320s3s20−160s4s19−160s5s18−320s6s17−160s7s16−
160s8s15 − 320s9s14 − 160s10s13 − 160s11s12 − 480s1s23 − 320s2s22 − 160s3s21 − 480s4s20 −
320s5s19 − 340800s6s18 − 480s7s17 − 320s8s16 − 160s9s15 − 480s10s14 − 320s11s13 − 480s2s23 −
160s3s22− 320s4s21− 480s5s20− 340800s6s19− 340800s7s18− 480s8s17− 160s9s16− 320s10s15−
480s11s14 − 320s3s23 − 160s4s22 − 160s5s21 − 320s9s17 − 160s10s16 − 160s11s15 − 480s4s23 −
320s5s22−160s6s21−340800s7s20−340800s8s19−160s9s18−480s10s17−320s11s16+320s12s15−
480s5s23 − 160s6s22 − 320s7s21 − 340800s8s20 − 160s9s19 − 320s10s18 − 480s11s17 − 320s6s23 −
160s7s22 − 160s8s21 − 320s9s20 − 160s10s19 − 160s11s18 + 320s12s17 + 320s13s16 + 320s14s15 −
480s7s23− 320s8s22− 340800s9s21− 480s10s20− 320s11s19 + 320s12s18 + 320s13s17 + 320s14s16−
480s8s23−340800s9s22−340800s10s21−480s11s20+640s14s17+320s12s20+320s13s19+320s14s18−
340800s10s23 − 340800s11s22 + 320s12s21 + 320s13s20 + 320s14s19 + 320s15s18 − 340800s11s23 +
640s14s20 + 320s12s23 + 320s13s22 + 320s14s21 + 320s15s20 + 320s16s19 + 320s17s18 + 320s13s23 +
320s14s22 + 320s15s21 + 320s16s20 + 320s17s19 + 640s14s23 + 640s17s20 + 320s15s23 + 320s16s22 +
320s17s21 + 320s16s23 + 320s17s22 + 320s18s21 + 640s17s23 + 320s18s23 + 320s19s22 + 320s20s21 +
320s19s23 + 320s20s22 + 640s20s23 + 6142400
A complete expression of Hˆ2 (σˆ
z) for 20-order Williamson based method or 60-order
Baumert-Hall based method
Hˆ2 (σˆ
z) = 342240σˆz0 + 342800σˆ
z
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z
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z
0σˆ
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z
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z
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z
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z
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6 +
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1σˆ
z
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240σˆz2σˆ
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z
3σˆ
z
8 + 400σˆ
z
4σˆ
z
7 + 240σˆ
z
5σˆ
z
6 − 340800σˆz0σˆz12 + 320σˆz1σˆz11 + 320σˆz2σˆz10 + 160σˆz3σˆz9 +
320σˆz4σˆ
z
8 + 320σˆ
z
5σˆ
z
7 −340800σˆz0σˆz13−340800σˆz1σˆz12 + 400σˆz2σˆz11 + 240σˆz3σˆz10 + 240σˆz4σˆz9 + 400σˆz5σˆz8 +
170400σˆz6σˆ
z
7 + 240σˆ
z
3σˆ
z
11 + 400σˆ
z
4σˆ
z
10 + 240σˆ
z
5σˆ
z
9 + 170400σˆ
z
6σˆ
z
8 − 160σˆz0σˆz15 − 340800σˆz1σˆz14 −
340800σˆz2σˆ
z
13−160σˆz3σˆz12+320σˆz4σˆz11+320σˆz5σˆz10+160σˆz6σˆz9 +170400σˆz7σˆz8−160σˆz0σˆz16−320σˆz1σˆz15−
340800σˆz2σˆ
z
14− 160σˆz3σˆz13− 320σˆz4σˆz12 + 400σˆz5σˆz11 + 240σˆz6σˆz10 + 240σˆz7σˆz9 − 320σˆz0σˆz17− 160σˆz1σˆz16−
160σˆz2σˆ
z
15 − 320σˆz3σˆz14 − 160σˆz4σˆz13 − 160σˆz5σˆz12 + 240σˆz6σˆz11 + 400σˆz7σˆz10 + 240σˆz8σˆz9 − 160σˆz0σˆz18 −
480σˆz1σˆ
z
17− 320σˆz2σˆz16− 340800σˆz3σˆz15− 480σˆz4σˆz14− 320σˆz5σˆz13− 160σˆz6σˆz12 + 320σˆz7σˆz11 + 320σˆz8σˆz10−
160σˆz0σˆ
z
19−320σˆz1σˆz18−480σˆz2σˆz17−340800σˆz3σˆz16−340800σˆz4σˆz15−480σˆz5σˆz14−160σˆz6σˆz13−320σˆz7σˆz12+
400σˆz8σˆ
z
11 + 170400σˆ
z
9σˆ
z
10− 320σˆz0σˆz20− 160σˆz1σˆz19− 160σˆz2σˆz18− 320σˆz6σˆz14− 160σˆz7σˆz13− 160σˆz8σˆz12 +
170400σˆz9σˆ
z
11 − 160σˆz0σˆz21 − 480σˆz1σˆz20 − 320σˆz2σˆz19 − 160σˆz3σˆz18 − 340800σˆz4σˆz17 − 340800σˆz5σˆz16 −
160σˆz6σˆ
z
15−480σˆz7σˆz14−320σˆz8σˆz13−160σˆz9σˆz12 +170400σˆz10σˆz11−160σˆz0σˆz22−320σˆz1σˆz21−480σˆz2σˆz20−
160σˆz3σˆ
z
19−320σˆz4σˆz18−340800σˆz5σˆz17−160σˆz6σˆz16−320σˆz7σˆz15−480σˆz8σˆz14−160σˆz9σˆz13−320σˆz10σˆz12−
320σˆz0σˆ
z
23 − 160σˆz1σˆz22 − 160σˆz2σˆz21 − 320σˆz3σˆz20 − 160σˆz4σˆz19 − 160σˆz5σˆz18 − 320σˆz6σˆz17 − 160σˆz7σˆz16 −
160σˆz8σˆ
z
15 − 320σˆz9σˆz14 − 160σˆz10σˆz13 − 160σˆz11σˆz12 − 480σˆz1σˆz23 − 320σˆz2σˆz22 − 160σˆz3σˆz21 − 480σˆz4σˆz20 −
320σˆz5σˆ
z
19−340800σˆz6σˆz18−480σˆz7σˆz17−320σˆz8σˆz16−160σˆz9σˆz15−480σˆz10σˆz14−320σˆz11σˆz13−480σˆz2σˆz23−
160σˆz3σˆ
z
22−320σˆz4σˆz21−480σˆz5σˆz20−340800σˆz6σˆz19−340800σˆz7σˆz18−480σˆz8σˆz17−160σˆz9σˆz16−320σˆz10σˆz15−
480σˆz11σˆ
z
14− 320σˆz3σˆz23− 160σˆz4σˆz22− 160σˆz5σˆz21− 320σˆz9σˆz17− 160σˆz10σˆz16− 160σˆz11σˆz15− 480σˆz4σˆz23−
320σˆz5σˆ
z
22 − 160σˆz6σˆz21 − 340800σˆz7σˆz20 − 340800σˆz8σˆz19 − 160σˆz9σˆz18 − 480σˆz10σˆz17 − 320σˆz11σˆz16 +
320σˆz12σˆ
z
15−480σˆz5σˆz23−160σˆz6σˆz22−320σˆz7σˆz21−340800σˆz8σˆz20−160σˆz9σˆz19−320σˆz10σˆz18−480σˆz11σˆz17−
320σˆz6σˆ
z
23− 160σˆz7σˆz22− 160σˆz8σˆz21− 320σˆz9σˆz20− 160σˆz10σˆz19− 160σˆz11σˆz18 + 320σˆz12σˆz17 + 320σˆz13σˆz16 +
320σˆz14σˆ
z
15−480σˆz7σˆz23−320σˆz8σˆz22−340800σˆz9σˆz21−480σˆz10σˆz20−320σˆz11σˆz19+320σˆz12σˆz18+320σˆz13σˆz17+
320σˆz14σˆ
z
16 − 480σˆz8σˆz23 − 340800σˆz9σˆz22 − 340800σˆz10σˆz21 − 480σˆz11σˆz20 + 640σˆz14σˆz17 + 320σˆz12σˆz20 +
320σˆz13σˆ
z
19 + 320σˆ
z
14σˆ
z
18 − 340800σˆz10σˆz23 − 340800σˆz11σˆz22 + 320σˆz12σˆz21 + 320σˆz13σˆz20 + 320σˆz14σˆz19 +
320σˆz15σˆ
z
18 − 340800σˆz11σˆz23 + 640σˆz14σˆz20 + 320σˆz12σˆz23 + 320σˆz13σˆz22 + 320σˆz14σˆz21 + 320σˆz15σˆz20 +
320σˆz16σˆ
z
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z
17σˆ
z
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z
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z
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z
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z
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A complete expression of Ek(s) for 28-order Williamson based method or 84-order
Baumert-Hall based method
Ek(s) = 336s0s1 + 336s0s2 + 336s0s3 + 560s1s2 + 560s1s3 + 560s2s3 + 336s4s5 + 336s4s6 +
336s4s7 + 560s5s6 + 560s5s7 + 560s6s7 + 336s8s9 + 336s8s10 + 336s8s11 + 560s9s10 + 560s9s11 +
560s10s11+336s12s13+336s12s14+336s12s15+560s13s14+560s13s15+560s14s15+336s0s1s2s3+
112s0s1s4s5+112s0s1s5s6+112s0s2s4s6+112s1s2s4s5+112s0s1s6s7+112s0s2s5s7+112s0s3s4s7+
112s0s3s5s6+112s1s2s4s7+224s1s2s5s6+112s1s3s4s6+112s2s3s4s5+112s0s2s6s7+112s0s3s5s7+
112s1s2s5s7+112s1s3s4s7+112s1s3s5s6+112s2s3s4s6+112s1s2s6s7+224s1s3s5s7+112s2s3s5s6+
112s1s3s6s7 + 112s2s3s5s7 + 112s0s1s8s9 + 224s2s3s6s7 + 112s0s1s9s10 + 112s0s2s8s10 +
112s1s2s8s9 + 112s0s1s10s11 + 112s0s2s9s11 + 112s0s3s8s11 + 112s0s3s9s10 + 112s1s2s8s11 +
224s1s2s9s10 + 112s1s3s8s10 + 112s2s3s8s9 + 336s4s5s6s7 + 112s0s2s10s11 + 112s0s3s9s11 +
112s1s2s9s11 + 112s1s3s8s11 + 112s1s3s9s10 + 112s2s3s8s10 + 112s1s2s10s11 + 224s1s3s9s11 +
112s2s3s9s10 + 112s1s3s10s11 + 112s2s3s9s11 + 112s0s1s12s13 + 224s2s3s10s11 + 112s4s5s8s9 +
112s0s1s13s14 + 112s0s2s12s14 + 112s1s2s12s13 + 112s4s5s9s10 + 112s4s6s8s10 + 112s5s6s8s9 +
112s0s1s14s15 + 112s0s2s13s15 + 112s0s3s12s15 + 112s0s3s13s14 + 112s1s2s12s15 + 224s1s2s13s14 +
112s1s3s12s14 + 112s2s3s12s13 + 112s4s5s10s11 + 112s4s6s9s11 + 112s4s7s8s11 + 112s4s7s9s10 +
112s5s6s8s11 + 224s5s6s9s10 + 112s5s7s8s10 + 112s6s7s8s9 + 112s0s2s14s15 + 112s0s3s13s15 +
112s1s2s13s15 + 112s1s3s12s15 + 112s1s3s13s14 + 112s2s3s12s14 + 112s4s6s10s11 + 112s4s7s9s11 +
112s5s6s9s11 + 112s5s7s8s11 + 112s5s7s9s10 + 112s6s7s8s10 + 112s1s2s14s15 + 224s1s3s13s15 +
112s2s3s13s14 + 112s5s6s10s11 + 224s5s7s9s11 + 112s6s7s9s10 + 112s1s3s14s15 + 112s2s3s13s15 +
112s5s7s10s11 + 112s6s7s9s11 + 224s2s3s14s15 + 112s4s5s12s13 + 224s6s7s10s11 + 112s4s5s13s14 +
112s4s6s12s14 + 112s5s6s12s13 + 112s4s5s14s15 + 112s4s6s13s15 + 112s4s7s12s15 + 112s4s7s13s14 +
112s5s6s12s15 + 224s5s6s13s14 + 112s5s7s12s14 + 112s6s7s12s13 + 336s8s9s10s11 + 112s4s6s14s15 +
112s4s7s13s15 + 112s5s6s13s15 + 112s5s7s12s15 + 112s5s7s13s14 + 112s6s7s12s14 + 112s5s6s14s15 +
224s5s7s13s15 + 112s6s7s13s14 + 112s5s7s14s15 + 112s6s7s13s15 + 224s6s7s14s15 + 112s8s9s12s13 +
112s8s9s13s14+112s8s10s12s14+112s9s10s12s13+112s8s9s14s15+112s8s10s13s15+112s8s11s12s15+
112s8s11s13s14 + 112s9s10s12s15 + 224s9s10s13s14 + 112s9s11s12s14 + 112s10s11s12s13 +
112s8s10s14s15 + 112s8s11s13s15 + 112s9s10s13s15 + 112s9s11s12s15 + 112s9s11s13s14 +
112s10s11s12s14 + 112s9s10s14s15 + 224s9s11s13s15 + 112s10s11s13s14 + 112s9s11s14s15 +
112s10s11s13s15 + 224s10s11s14s15 + 336s12s13s14s15 + 2688
A complete expression of Ek(q) for 28-order Williamson based method or 84-order
Baumert-Hall based method
Ek(q) = 6720q0q1 − 13664q1 − 13664q2 − 13664q3 − 8736q4 − 13664q5 − 13664q6 − 13664q7 −
8736q8 − 13664q9 − 13664q10 − 13664q11 − 8736q12 − 13664q13 − 13664q14 − 13664q15 − 8736q0 +
6720q0q2 + 6720q0q3 + 11648q1q2 + 1344q0q4 + 11648q1q3 + 2240q0q5 + 2240q1q4 + 11648q2q3 +
2240q0q6 + 4032q1q5 + 2240q2q4 + 2240q0q7 + 3584q1q6 + 3584q2q5 + 2240q3q4 + 1344q0q8 +
3584q1q7 + 4032q2q6 + 3584q3q5 + 2240q0q9 + 2240q1q8 + 3584q2q7 + 3584q3q6 + 6720q4q5 +
2240q0q10 + 4032q1q9 + 2240q2q8 + 4032q3q7 + 6720q4q6 + 2240q0q11 + 3584q1q10 + 3584q2q9 +
2240q3q8 + 6720q4q7 + 11648q5q6 + 1344q0q12 + 3584q1q11 + 4032q2q10 + 3584q3q9 + 1344q4q8 +
11648q5q7 + 2240q0q13 + 2240q1q12 + 3584q2q11 + 3584q3q10 + 2240q4q9 + 2240q5q8 + 11648q6q7 +
2240q0q14 + 4032q1q13 + 2240q2q12 + 4032q3q11 + 2240q4q10 + 4032q5q9 + 2240q6q8 + 2240q0q15 +
3584q1q14 + 3584q2q13 + 2240q3q12 + 2240q4q11 + 3584q5q10 + 3584q6q9 + 2240q7q8 + 3584q1q15 +
4032q2q14 + 3584q3q13 + 1344q4q12 + 3584q5q11 + 4032q6q10 + 3584q7q9 + 3584q2q15 + 3584q3q14 +
2240q4q13 + 2240q5q12 + 3584q6q11 + 3584q7q10 + 6720q8q9 + 4032q3q15 + 2240q4q14 + 4032q5q13 +
2240q6q12 + 4032q7q11 + 6720q8q10 + 2240q4q15 + 3584q5q14 + 3584q6q13 + 2240q7q12 + 6720q8q11 +
11648q9q10+3584q5q15+4032q6q14+3584q7q13+1344q8q12+11648q9q11+3584q6q15+3584q7q14+
2240q8q13 + 2240q9q12 + 11648q10q11 + 4032q7q15 + 2240q8q14 + 4032q9q13 + 2240q10q12 +
2240q8q15 + 3584q9q14 + 3584q10q13 + 2240q11q12 + 3584q9q15 + 4032q10q14 + 3584q11q13 +
3584q10q15 + 3584q11q14 + 6720q12q13 + 4032q11q15 + 6720q12q14 + 6720q12q15 + 11648q13q14 +
11648q13q15 + 11648q14q15 − 2688q0q1q2 − 2688q0q1q3 − 896q0q1q4 − 2688q0q2q3 − 1792q0q1q5 −
896q0q2q4 − 2688q1q2q3 − 1792q0q1q6 − 896q0q2q5 − 896q0q3q4 − 1792q1q2q4 − 896q0q1q7 −
1792q0q2q6 − 1792q0q3q5 − 3584q1q2q5 − 1792q1q3q4 − 896q0q1q8 − 1792q0q2q7 − 896q0q3q6 −
896q0q4q5 − 2688q1q2q6 − 2688q1q3q5 − 1792q2q3q4 − 1792q0q1q9 − 896q0q2q8 − 1792q0q3q7 −
896q0q4q6 − 2688q1q2q7 − 2688q1q3q6 − 1792q1q4q5 − 2688q2q3q5 − 1792q0q1q10 − 896q0q2q9 −
896q0q3q8 − 896q0q4q7 − 1792q0q5q6 − 1792q1q2q8 − 3584q1q3q7 − 896q1q4q6 − 3584q2q3q6 −
1792q2q4q5 − 896q0q1q11 − 1792q0q2q10 − 1792q0q3q9 − 1792q0q5q7 − 3584q1q2q9 − 1792q1q3q8 −
1792q1q4q7 − 3584q1q5q6 − 2688q2q3q7 − 1792q2q4q6 − 896q3q4q5 − 896q0q1q12 − 1792q0q2q11 −
896q0q3q10 − 1792q0q6q7 − 2688q1q2q10 − 2688q1q3q9 − 2688q1q5q7 − 1792q2q3q8 − 896q2q4q7 −
2688q2q5q6− 1792q3q4q6− 1792q0q1q13− 896q0q2q12− 1792q0q3q11− 2688q1q2q11− 2688q1q3q10−
2688q1q6q7 − 2688q2q3q9 − 2688q2q5q7 − 1792q3q4q7 − 2688q3q5q6 − 1792q0q1q14 − 896q0q2q13 −
896q0q3q12 − 1792q1q2q12 − 3584q1q3q11 − 3584q2q3q10 − 3584q2q6q7 − 3584q3q5q7 − 2688q4q5q6 −
896q0q1q15−1792q0q2q14−1792q0q3q13−3584q1q2q13−1792q1q3q12−2688q2q3q11−2688q3q6q7−
2688q4q5q7 − 1792q0q2q15 − 896q0q3q14 − 896q0q8q9 − 2688q1q2q14 − 2688q1q3q13 − 1792q2q3q12 −
896q4q5q8 − 2688q4q6q7 − 1792q0q3q15 − 896q0q8q10 − 2688q1q2q15 − 2688q1q3q14 − 1792q1q8q9 −
2688q2q3q13 − 1792q4q5q9 − 896q4q6q8 − 2688q5q6q7 − 896q0q8q11 − 1792q0q9q10 − 3584q1q3q15 −
896q1q8q10 − 3584q2q3q14 − 1792q2q8q9 − 1792q4q5q10 − 896q4q6q9 − 896q4q7q8 − 1792q5q6q8 −
1792q0q9q11− 1792q1q8q11− 3584q1q9q10− 2688q2q3q15− 1792q2q8q10− 896q3q8q9− 896q4q5q11−
1792q4q6q10− 1792q4q7q9− 3584q5q6q9− 1792q5q7q8− 1792q0q10q11− 2688q1q9q11− 896q2q8q11−
2688q2q9q10 − 1792q3q8q10 − 896q4q5q12 − 1792q4q6q11 − 896q4q7q10 − 896q4q8q9 − 2688q5q6q10 −
2688q5q7q9−1792q6q7q8−2688q1q10q11−2688q2q9q11−1792q3q8q11−2688q3q9q10−1792q4q5q13−
896q4q6q12 − 1792q4q7q11 − 896q4q8q10 − 2688q5q6q11 − 2688q5q7q10 − 1792q5q8q9 − 2688q6q7q9 −
3584q2q10q11− 3584q3q9q11− 1792q4q5q14− 896q4q6q13− 896q4q7q12− 896q4q8q11− 1792q4q9q10−
1792q5q6q12−3584q5q7q11−896q5q8q10−3584q6q7q10−1792q6q8q9−2688q3q10q11−896q4q5q15−
1792q4q6q14−1792q4q7q13−1792q4q9q11−3584q5q6q13−1792q5q7q12−1792q5q8q11−3584q5q9q10−
2688q6q7q11− 1792q6q8q10− 896q7q8q9− 896q0q12q13− 1792q4q6q15− 896q4q7q14− 1792q4q10q11−
2688q5q6q14−2688q5q7q13−2688q5q9q11−1792q6q7q12−896q6q8q11−2688q6q9q10−1792q7q8q10−
896q0q12q14−1792q1q12q13−1792q4q7q15−2688q5q6q15−2688q5q7q14−2688q5q10q11−2688q6q7q13−
2688q6q9q11−1792q7q8q11−2688q7q9q10−896q0q12q15−1792q0q13q14−896q1q12q14−1792q2q12q13−
3584q5q7q15 − 3584q6q7q14 − 3584q6q10q11 − 3584q7q9q11 − 2688q8q9q10 − 1792q0q13q15 −
1792q1q12q15 − 3584q1q13q14 − 1792q2q12q14 − 896q3q12q13 − 2688q6q7q15 − 2688q7q10q11 −
2688q8q9q11 − 1792q0q14q15 − 2688q1q13q15 − 896q2q12q15 − 2688q2q13q14 − 1792q3q12q14 −
896q4q12q13 − 896q8q9q12 − 2688q8q10q11 − 2688q1q14q15 − 2688q2q13q15 − 1792q3q12q15 −
2688q3q13q14 − 896q4q12q14 − 1792q5q12q13 − 1792q8q9q13 − 896q8q10q12 − 2688q9q10q11 −
3584q2q14q15 − 3584q3q13q15 − 896q4q12q15 − 1792q4q13q14 − 896q5q12q14 − 1792q6q12q13 −
1792q8q9q14 − 896q8q10q13 − 896q8q11q12 − 1792q9q10q12 − 2688q3q14q15 − 1792q4q13q15 −
1792q5q12q15 − 3584q5q13q14 − 1792q6q12q14 − 896q7q12q13 − 896q8q9q15 − 1792q8q10q14 −
1792q8q11q13 − 3584q9q10q13 − 1792q9q11q12 − 1792q4q14q15 − 2688q5q13q15 − 896q6q12q15 −
2688q6q13q14 − 1792q7q12q14 − 1792q8q10q15 − 896q8q11q14 − 896q8q12q13 − 2688q9q10q14 −
2688q9q11q13 − 1792q10q11q12 − 2688q5q14q15 − 2688q6q13q15 − 1792q7q12q15 − 2688q7q13q14 −
1792q8q11q15 − 896q8q12q14 − 2688q9q10q15 − 2688q9q11q14 − 1792q9q12q13 − 2688q10q11q13 −
3584q6q14q15 − 3584q7q13q15 − 896q8q12q15 − 1792q8q13q14 − 3584q9q11q15 − 896q9q12q14 −
3584q10q11q14 − 1792q10q12q13 − 2688q7q14q15 − 1792q8q13q15 − 1792q9q12q15 − 3584q9q13q14 −
2688q10q11q15 − 1792q10q12q14 − 896q11q12q13 − 1792q8q14q15 − 2688q9q13q15 − 896q10q12q15 −
2688q10q13q14 − 1792q11q12q14 − 2688q9q14q15 − 2688q10q13q15 − 1792q11q12q15 − 2688q11q13q14 −
3584q10q14q15 − 3584q11q13q15 − 2688q12q13q14 − 2688q11q14q15 − 2688q12q13q15 − 2688q12q14q15 −
2688q13q14q15 + 5376q0q1q2q3 + 1792q0q1q4q5 + 1792q0q1q5q6 + 1792q0q2q4q6 + 1792q1q2q4q5 +
1792q0q1q6q7 + 1792q0q2q5q7 + 1792q0q3q4q7 + 1792q0q3q5q6 + 1792q1q2q4q7 + 3584q1q2q5q6 +
1792q1q3q4q6 + 1792q2q3q4q5 + 1792q0q2q6q7 + 1792q0q3q5q7 + 1792q1q2q5q7 + 1792q1q3q4q7 +
1792q1q3q5q6 + 1792q2q3q4q6 + 1792q1q2q6q7 + 3584q1q3q5q7 + 1792q2q3q5q6 + 1792q1q3q6q7 +
1792q2q3q5q7 + 1792q0q1q8q9 + 3584q2q3q6q7 + 1792q0q1q9q10 + 1792q0q2q8q10 + 1792q1q2q8q9 +
1792q0q1q10q11+1792q0q2q9q11+1792q0q3q8q11+1792q0q3q9q10+1792q1q2q8q11+3584q1q2q9q10+
1792q1q3q8q10 + 1792q2q3q8q9 + 5376q4q5q6q7 + 1792q0q2q10q11 + 1792q0q3q9q11 + 1792q1q2q9q11 +
1792q1q3q8q11+1792q1q3q9q10+1792q2q3q8q10+1792q1q2q10q11+3584q1q3q9q11+1792q2q3q9q10+
1792q1q3q10q11+1792q2q3q9q11+1792q0q1q12q13+3584q2q3q10q11+1792q4q5q8q9+1792q0q1q13q14+
1792q0q2q12q14+1792q1q2q12q13+1792q4q5q9q10+1792q4q6q8q10+1792q5q6q8q9+1792q0q1q14q15+
1792q0q2q13q15 + 1792q0q3q12q15 + 1792q0q3q13q14 + 1792q1q2q12q15 + 3584q1q2q13q14 +
1792q1q3q12q14+1792q2q3q12q13+1792q4q5q10q11+1792q4q6q9q11+1792q4q7q8q11+1792q4q7q9q10+
1792q5q6q8q11+3584q5q6q9q10+1792q5q7q8q10+1792q6q7q8q9+1792q0q2q14q15+1792q0q3q13q15+
1792q1q2q13q15 + 1792q1q3q12q15 + 1792q1q3q13q14 + 1792q2q3q12q14 + 1792q4q6q10q11 +
1792q4q7q9q11+1792q5q6q9q11+1792q5q7q8q11+1792q5q7q9q10+1792q6q7q8q10+1792q1q2q14q15+
3584q1q3q13q15+1792q2q3q13q14+1792q5q6q10q11+3584q5q7q9q11+1792q6q7q9q10+1792q1q3q14q15+
1792q2q3q13q15+1792q5q7q10q11+1792q6q7q9q11+3584q2q3q14q15+1792q4q5q12q13+3584q6q7q10q11+
1792q4q5q13q14 + 1792q4q6q12q14 + 1792q5q6q12q13 + 1792q4q5q14q15 + 1792q4q6q13q15 +
1792q4q7q12q15 + 1792q4q7q13q14 + 1792q5q6q12q15 + 3584q5q6q13q14 + 1792q5q7q12q14 +
1792q6q7q12q13 + 5376q8q9q10q11 + 1792q4q6q14q15 + 1792q4q7q13q15 + 1792q5q6q13q15 +
1792q5q7q12q15 + 1792q5q7q13q14 + 1792q6q7q12q14 + 1792q5q6q14q15 + 3584q5q7q13q15 +
1792q6q7q13q14 + 1792q5q7q14q15 + 1792q6q7q13q15 + 3584q6q7q14q15 + 1792q8q9q12q13 +
1792q8q9q13q14 + 1792q8q10q12q14 + 1792q9q10q12q13 + 1792q8q9q14q15 + 1792q8q10q13q15 +
1792q8q11q12q15 + 1792q8q11q13q14 + 1792q9q10q12q15 + 3584q9q10q13q14 + 1792q9q11q12q14 +
1792q10q11q12q13 + 1792q8q10q14q15 + 1792q8q11q13q15 + 1792q9q10q13q15 + 1792q9q11q12q15 +
1792q9q11q13q14 + 1792q10q11q12q14 + 1792q9q10q14q15 + 3584q9q11q13q15 + 1792q10q11q13q14 +
1792q9q11q14q15 + 1792q10q11q13q15 + 3584q10q11q14q15 + 5376q12q13q14q15 + 32928
A complete expression of E2(q) for 28-order Williamson based method or 84-order
Baumert-Hall based method by taking δ = 3, 355, 968
E2(q) = 10074624q16 − 13664q1 − 13664q2 − 13664q3 − 8736q4 − 13664q5 − 13664q6 − 13664q7 −
8736q8 − 13664q9 − 13664q10 − 13664q11 − 8736q12 − 13664q13 − 13664q14 − 13664q15 −
8736q0 +10074624q17 +10074624q18 +10079552q19 +10079552q20 +10079552q21 +10074624q22 +
10074624q23 + 10074624q24 + 10079552q25 + 10079552q26 + 10079552q27 + 10074624q28 +
10074624q29 + 10074624q30 + 10079552q31 + 10079552q32 + 10079552q33 + 10074624q34 +
10074624q35 + 10074624q36 + 10079552q37 + 10079552q38 + 10079552q39 + 3355968q0q1 +
3355968q0q2 + 3355968q0q3 + 3355968q1q2 + 1344q0q4 + 3355968q1q3 + 2240q0q5 + 2240q1q4 +
3355968q2q3 + 2240q0q6 + 4032q1q5 + 2240q2q4 + 2240q0q7 + 3584q1q6 + 3584q2q5 + 2240q3q4 +
1344q0q8 + 3584q1q7 + 4032q2q6 + 3584q3q5 + 2240q0q9 + 2240q1q8 + 3584q2q7 + 3584q3q6 +
3355968q4q5+2240q0q10+4032q1q9+2240q2q8+4032q3q7+3355968q4q6+2240q0q11+3584q1q10+
3584q2q9+2240q3q8+3355968q4q7+3355968q5q6+1344q0q12+3584q1q11+4032q2q10+3584q3q9+
1344q4q8 + 3355968q5q7 + 2240q0q13 + 2240q1q12 + 3584q2q11 + 3584q3q10 + 2240q4q9 + 2240q5q8 +
3355968q6q7 +2240q0q14 +4032q1q13 +2240q2q12 +4032q3q11 +2240q4q10 +4032q5q9 +2240q6q8 +
2240q0q15 + 3584q1q14 + 3584q2q13 + 2240q3q12 + 2240q4q11 + 3584q5q10 + 3584q6q9 + 2240q7q8 −
6711936q0q16 + 3584q1q15 + 4032q2q14 + 3584q3q13 + 1344q4q12 + 3584q5q11 + 4032q6q10 +
3584q7q9 − 6711936q0q17 − 6711936q1q16 + 3584q2q15 + 3584q3q14 + 2240q4q13 + 2240q5q12 +
3584q6q11 + 3584q7q10 + 3355968q8q9 − 6711936q0q18 − 2688q2q16 + 4032q3q15 + 2240q4q14 +
4032q5q13 + 2240q6q12 + 4032q7q11 + 3355968q8q10 − 6711936q2q17 − 2688q3q16 + 2240q4q15 +
3584q5q14 + 3584q6q13 + 2240q7q12 + 3355968q8q11 + 3355968q9q10 − 6711936q1q19 − 2688q3q17 −
896q4q16 + 3584q5q15 + 4032q6q14 + 3584q7q13 + 1344q8q12 + 3355968q9q11 − 6711936q1q20 −
6711936q2q19 − 6711936q3q18 − 896q4q17 − 1792q5q16 + 3584q6q15 + 3584q7q14 + 2240q8q13 +
2240q9q12 +3355968q10q11−896q0q22−2688q3q19−896q4q18−896q5q17−1792q6q16 +4032q7q15 +
2240q8q14 + 4032q9q13 + 2240q10q12 − 896q0q23 − 1792q1q22 − 6711936q2q21 − 6711936q3q20 −
1792q4q19−1792q5q18−1792q6q17−896q7q16 +2240q8q15 +3584q9q14 +3584q10q13 +2240q11q12−
896q0q24−896q1q23−1792q2q22−6711936q3q21−1792q4q20−3584q5q19−896q6q18−1792q7q17−
896q8q16 + 3584q9q15 + 4032q10q14 + 3584q11q13− 1792q0q25− 1792q1q24− 1792q2q23− 896q3q22−
1792q4q21−2688q5q20−2688q6q19−1792q7q18−896q8q17−1792q9q16 +3584q10q15 +3584q11q14 +
3355968q12q13 − 1792q0q26 − 3584q1q25 − 896q2q24 − 1792q3q23 − 6711936q4q22 − 2688q5q21 −
2688q6q20−2688q7q19−896q8q18−896q9q17−1792q10q16+4032q11q15+3355968q12q14−1792q0q27−
2688q1q26 − 2688q2q25 − 1792q3q24 − 6711936q4q23 − 6711936q5q22 − 3584q6q21 − 3584q7q20 −
1792q8q19 − 1792q9q18 − 1792q10q17 − 896q11q16 + 3355968q12q15 + 3355968q13q14 − 896q0q28 −
2688q1q27−2688q2q26−2688q3q25−6711936q4q24−2688q6q22−2688q7q21−1792q8q20−3584q9q19−
896q10q18−1792q11q17−896q12q16+3355968q13q15−896q0q29−1792q1q28−3584q2q27−3584q3q26−
6711936q6q23 − 2688q7q22 − 1792q8q21 − 2688q9q20 − 2688q10q19 − 1792q11q18 − 896q12q17 −
1792q13q16 + 3355968q14q15 − 896q0q30 − 896q1q29 − 1792q2q28 − 2688q3q27 − 6711936q5q25 −
2688q7q23−896q8q22−2688q9q21−2688q10q20−2688q11q19−896q12q18−896q13q17−1792q14q16−
1792q0q31 − 1792q1q30 − 1792q2q29 − 896q3q28 − 6711936q5q26 − 6711936q6q25 − 6711936q7q24 −
896q8q23−1792q9q22−3584q10q21−3584q11q20−1792q12q19−1792q13q18−1792q14q17−896q15q16−
1792q0q32 − 3584q1q31 − 896q2q30 − 1792q3q29 − 896q4q28 − 2688q7q25 − 896q8q24 − 896q9q23 −
1792q10q22 − 2688q11q21 − 1792q12q20 − 3584q13q19 − 896q14q18 − 1792q15q17 − 1792q0q33 −
2688q1q32 − 2688q2q31 − 1792q3q30 − 896q4q29 − 1792q5q28 − 6711936q6q27 − 6711936q7q26 −
1792q8q25−1792q9q24−1792q10q23−896q11q22−1792q12q21−2688q13q20−2688q14q19−1792q15q18−
896q0q34−2688q1q33−2688q2q32−2688q3q31−896q4q30−896q5q29−1792q6q28−6711936q7q27−
1792q8q26−3584q9q25−896q10q24−1792q11q23−896q12q22−2688q13q21−2688q14q20−2688q15q19−
896q0q35 − 1792q1q34 − 3584q2q33 − 3584q3q32 − 1792q4q31 − 1792q5q30 − 1792q6q29 − 896q7q28 −
1792q8q27−2688q9q26−2688q10q25−1792q11q24−896q12q23−1792q13q22−3584q14q21−3584q15q20−
896q0q36 − 896q1q35 − 1792q2q34 − 2688q3q33 − 1792q4q32 − 3584q5q31 − 896q6q30 − 1792q7q29 −
6711936q8q28 − 2688q9q27 − 2688q10q26 − 2688q11q25 − 896q12q24 − 896q13q23 − 1792q14q22 −
2688q15q21− 1792q0q37− 1792q1q36− 1792q2q35− 896q3q34− 1792q4q33− 2688q5q32− 2688q6q31−
1792q7q30 − 6711936q8q29 − 6711936q9q28 − 3584q10q27 − 3584q11q26 − 1792q12q25 − 1792q13q24 −
1792q14q23− 896q15q22 + 5376q16q21− 1792q0q38− 3584q1q37− 896q2q36− 1792q3q35− 896q4q34−
2688q5q33 − 2688q6q32 − 2688q7q31 − 6711936q8q30 − 2688q10q28 − 2688q11q27 − 1792q12q26 −
3584q13q25−896q14q24−1792q15q23+1792q16q22−1792q0q39−2688q1q38−2688q2q37−1792q3q36−
896q4q35 − 1792q5q34 − 3584q6q33 − 3584q7q32 − 6711936q10q29 − 2688q11q28 − 1792q12q27 −
2688q13q26−2688q14q25−1792q15q24−2688q1q39−2688q2q38−2688q3q37−896q4q36−896q5q35−
1792q6q34 − 2688q7q33 − 6711936q9q31 − 2688q11q29 − 896q12q28 − 2688q13q27 − 2688q14q26 −
2688q15q25 +1792q17q23−3584q2q39−3584q3q38−1792q4q37−1792q5q36−1792q6q35−896q7q34−
6711936q9q32−6711936q10q31−6711936q11q30−896q12q29−1792q13q28−3584q14q27−3584q15q26+
1792q16q25 + 1792q19q22− 2688q3q39− 1792q4q38− 3584q5q37− 896q6q36− 1792q7q35− 896q8q34−
2688q11q31−896q12q30−896q13q29−1792q14q28−2688q15q27+1792q18q24−1792q4q39−2688q5q38−
2688q6q37 − 1792q7q36 − 896q8q35 − 1792q9q34 − 6711936q10q33 − 6711936q11q32 − 1792q12q31 −
1792q13q30 − 1792q14q29 − 896q15q28 + 1792q16q27 + 1792q17q26 + 1792q18q25 + 1792q19q24 +
1792q20q23 +1792q21q22−2688q5q39−2688q6q38−2688q7q37−896q8q36−896q9q35−1792q10q34−
6711936q11q33 − 1792q12q32 − 3584q13q31 − 896q14q30 − 1792q15q29 + 1792q16q28 + 1792q17q27 +
1792q18q26+3584q19q25+1792q20q24+1792q21q23−3584q6q39−3584q7q38−1792q8q37−1792q9q36−
1792q10q35 − 896q11q34 − 1792q12q33 − 2688q13q32 − 2688q14q31 − 1792q15q30 + 1792q19q26 +
1792q20q25 − 2688q7q39 − 1792q8q38 − 3584q9q37 − 896q10q36 − 1792q11q35 − 6711936q12q34 −
2688q13q33 − 2688q14q32 − 2688q15q31 + 1792q17q29 + 1792q19q27 + 3584q20q26 + 1792q21q25 −
1792q8q39− 2688q9q38− 2688q10q37− 1792q11q36− 6711936q12q35− 6711936q13q34− 3584q14q33−
3584q15q32 + 1792q16q31 + 1792q19q28 + 1792q20q27 + 1792q21q26 − 2688q9q39 − 2688q10q38 −
2688q11q37 − 6711936q12q36 − 2688q14q34 − 2688q15q33 + 1792q18q30 + 3584q21q27 − 3584q10q39 −
3584q11q38 − 6711936q14q35 − 2688q15q34 + 1792q16q33 + 1792q17q32 + 1792q18q31 + 1792q19q30 +
1792q20q29 + 1792q21q28 + 5376q22q27 − 2688q11q39 − 6711936q13q37 − 2688q15q35 + 1792q16q34 +
1792q17q33 + 1792q18q32 + 3584q19q31 + 1792q20q30 + 1792q21q29 + 1792q22q28 − 6711936q13q38 −
6711936q14q37−6711936q15q36+1792q19q32+1792q20q31−2688q15q37+1792q17q35+1792q19q33+
3584q20q32+1792q21q31+1792q23q29−6711936q14q39−6711936q15q38+1792q16q37+1792q19q34+
1792q20q33 + 1792q21q32 + 1792q22q31 + 1792q25q28 − 6711936q15q39 + 1792q18q36 + 3584q21q33 +
1792q24q30 + 1792q16q39 + 1792q17q38 + 1792q18q37 + 1792q19q36 + 1792q20q35 + 1792q21q34 +
1792q22q33 + 1792q23q32 + 1792q24q31 + 1792q25q30 + 1792q26q29 + 1792q27q28 + 1792q17q39 +
1792q18q38 + 3584q19q37 + 1792q20q36 + 1792q21q35 + 1792q22q34 + 1792q23q33 + 1792q24q32 +
3584q25q31 + 1792q26q30 + 1792q27q29 + 1792q19q38 + 1792q20q37 + 1792q25q32 + 1792q26q31 +
1792q19q39 + 3584q20q38 + 1792q21q37 + 1792q23q35 + 1792q25q33 + 3584q26q32 + 1792q27q31 +
1792q20q39 + 1792q21q38 + 1792q22q37 + 1792q25q34 + 1792q26q33 + 1792q27q32 + 3584q21q39 +
1792q24q36 + 3584q27q33 + 1792q22q39 + 1792q23q38 + 1792q24q37 + 1792q25q36 + 1792q26q35 +
1792q27q34 + 5376q28q33 + 1792q23q39 + 1792q24q38 + 3584q25q37 + 1792q26q36 + 1792q27q35 +
1792q28q34 + 1792q25q38 + 1792q26q37 + 1792q25q39 + 3584q26q38 + 1792q27q37 + 1792q29q35 +
1792q26q39 + 1792q27q38 + 1792q28q37 + 1792q31q34 + 3584q27q39 + 1792q30q36 + 1792q28q39 +
1792q29q38 + 1792q30q37 + 1792q31q36 + 1792q32q35 + 1792q33q34 + 1792q29q39 + 1792q30q38 +
3584q31q37 + 1792q32q36 + 1792q33q35 + 1792q31q38 + 1792q32q37 + 1792q31q39 + 3584q32q38 +
1792q33q37 + 1792q32q39 + 1792q33q38 + 3584q33q39 + 5376q34q39 + 32928
A complete expression of E2(s) for 28-order Williamson based method or 84-order
Baumert-Hall based method by taking
E2(s) = 2521344s0 +2523808s1 +2524480s2 +2525824s3 +2521344s4 +2523808s5 +2524480s6 +
2525824s7 + 2521344s8 + 2523808s9 + 2524480s10 + 2525824s11 + 2521344s12 + 2523808s13 +
2524480s14 + 2525824s15 − 1681344s16 − 1680672s17 − 1681344s18 − 1683136s19 − 1683808s20 −
1685152s21 − 1681344s22 − 1680672s23 − 1681344s24 − 1683136s25 − 1683808s26 − 1685152s27 −
1681344s28 − 1680672s29 − 1681344s30 − 1683136s31 − 1683808s32 − 1685152s33 − 1681344s34 −
1680672s35 − 1681344s36 − 1683136s37 − 1683808s38 − 1685152s39 + 838992s0s1 + 838992s0s2 +
838992s0s3 + 838992s1s2 + 336s0s4 + 838992s1s3 + 560s0s5 + 560s1s4 + 838992s2s3 + 560s0s6 +
1008s1s5 + 560s2s4 + 560s0s7 + 896s1s6 + 896s2s5 + 560s3s4 + 336s0s8 + 896s1s7 + 1008s2s6 +
896s3s5 + 560s0s9 + 560s1s8 + 896s2s7 + 896s3s6 + 838992s4s5 + 560s0s10 + 1008s1s9 + 560s2s8 +
1008s3s7 + 838992s4s6 + 560s0s11 + 896s1s10 + 896s2s9 + 560s3s8 + 838992s4s7 + 838992s5s6 +
336s0s12+896s1s11+1008s2s10+896s3s9+336s4s8+838992s5s7+560s0s13+560s1s12+896s2s11+
896s3s10+560s4s9+560s5s8+838992s6s7+560s0s14+1008s1s13+560s2s12+1008s3s11+560s4s10+
1008s5s9 +560s6s8 +560s0s15 +896s1s14 +896s2s13 +560s3s12 +560s4s11 +896s5s10 +896s6s9 +
560s7s8 − 1677984s0s16 + 896s1s15 + 1008s2s14 + 896s3s13 + 336s4s12 + 896s5s11 + 1008s6s10 +
896s7s9−1677984s0s17−1677984s1s16 + 896s2s15 + 896s3s14 + 560s4s13 + 560s5s12 + 896s6s11 +
896s7s10+838992s8s9−1677984s0s18−672s2s16+1008s3s15+560s4s14+1008s5s13+560s6s12+
1008s7s11 +838992s8s10−1677984s2s17−672s3s16 +560s4s15 +896s5s14 +896s6s13 +560s7s12 +
838992s8s11+838992s9s10−1677984s1s19−672s3s17−224s4s16+896s5s15+1008s6s14+896s7s13+
336s8s12 + 838992s9s11 − 1677984s1s20 − 1677984s2s19 − 1677984s3s18 − 224s4s17 − 448s5s16 +
896s6s15 + 896s7s14 + 560s8s13 + 560s9s12 + 838992s10s11 − 224s0s22 − 672s3s19 − 224s4s18 −
224s5s17 − 448s6s16 + 1008s7s15 + 560s8s14 + 1008s9s13 + 560s10s12 − 224s0s23 − 448s1s22 −
1677984s2s21−1677984s3s20−448s4s19−448s5s18−448s6s17−224s7s16 +560s8s15 +896s9s14 +
896s10s13 + 560s11s12 − 224s0s24 − 224s1s23 − 448s2s22 − 1677984s3s21 − 448s4s20 − 896s5s19 −
224s6s18−448s7s17−224s8s16+896s9s15+1008s10s14+896s11s13−448s0s25−448s1s24−448s2s23−
224s3s22−448s4s21−672s5s20−672s6s19−448s7s18−224s8s17−448s9s16+896s10s15+896s11s14+
838992s12s13−448s0s26−896s1s25−224s2s24−448s3s23−1677984s4s22−672s5s21−672s6s20−
672s7s19− 224s8s18− 224s9s17− 448s10s16 + 1008s11s15 + 838992s12s14− 448s0s27− 672s1s26−
672s2s25−448s3s24−1677984s4s23−1677984s5s22−896s6s21−896s7s20−448s8s19−448s9s18−
448s10s17−224s11s16+838992s12s15+838992s13s14−224s0s28−672s1s27−672s2s26−672s3s25−
1677984s4s24− 672s6s22− 672s7s21− 448s8s20− 896s9s19− 224s10s18− 448s11s17− 224s12s16 +
838992s13s15−224s0s29−448s1s28−896s2s27−896s3s26−1677984s6s23−672s7s22−448s8s21−
672s9s20− 672s10s19− 448s11s18− 224s12s17− 448s13s16 + 838992s14s15− 224s0s30− 224s1s29−
448s2s28 − 672s3s27 − 1677984s5s25 − 672s7s23 − 224s8s22 − 672s9s21 − 672s10s20 − 672s11s19 −
224s12s18− 224s13s17− 448s14s16− 448s0s31− 448s1s30− 448s2s29− 224s3s28− 1677984s5s26−
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448s9s24 − 448s10s23 − 224s11s22 − 448s12s21 − 672s13s20 − 672s14s19 − 448s15s18 − 224s0s34 −
672s1s33 − 672s2s32 − 672s3s31 − 224s4s30 − 224s5s29 − 448s6s28 − 1677984s7s27 − 448s8s26 −
896s9s25 − 224s10s24 − 448s11s23 − 224s12s22 − 672s13s21 − 672s14s20 − 672s15s19 − 224s0s35 −
448s1s34−896s2s33−896s3s32−448s4s31−448s5s30−448s6s29−224s7s28−448s8s27−672s9s26−
672s10s25 − 448s11s24 − 224s12s23 − 448s13s22 − 896s14s21 − 896s15s20 − 224s0s36 − 224s1s35 −
448s2s34 − 672s3s33 − 448s4s32 − 896s5s31 − 224s6s30 − 448s7s29 − 1677984s8s28 − 672s9s27 −
672s10s26 − 672s11s25 − 224s12s24 − 224s13s23 − 448s14s22 − 672s15s21 − 448s0s37 − 448s1s36 −
448s2s35−224s3s34−448s4s33−672s5s32−672s6s31−448s7s30−1677984s8s29−1677984s9s28−
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672s10s28 − 672s11s27 − 448s12s26 − 896s13s25 − 224s14s24 − 448s15s23 + 448s16s22 − 448s0s39 −
672s1s38 − 672s2s37 − 448s3s36 − 224s4s35 − 448s5s34 − 896s6s33 − 896s7s32 − 1677984s10s29 −
672s11s28 − 448s12s27 − 672s13s26 − 672s14s25 − 448s15s24 − 672s1s39 − 672s2s38 − 672s3s37 −
224s4s36− 224s5s35− 448s6s34− 672s7s33− 1677984s9s31− 672s11s29− 224s12s28− 672s13s27−
672s14s26 − 672s15s25 + 448s17s23 − 896s2s39 − 896s3s38 − 448s4s37 − 448s5s36 − 448s6s35 −
224s7s34− 1677984s9s32− 1677984s10s31− 1677984s11s30− 224s12s29− 448s13s28− 896s14s27−
896s15s26 + 448s16s25 + 448s19s22 − 672s3s39 − 448s4s38 − 896s5s37 − 224s6s36 − 448s7s35 −
224s8s34 − 672s11s31 − 224s12s30 − 224s13s29 − 448s14s28 − 672s15s27 + 448s18s24 − 448s4s39 −
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448s12s32− 896s13s31− 224s14s30− 448s15s29 + 448s16s28 + 448s17s27 + 448s18s26 + 896s19s25 +
448s20s24 + 448s21s23 − 896s6s39 − 896s7s38 − 448s8s37 − 448s9s36 − 448s10s35 − 224s11s34 −
448s12s33 − 672s13s32 − 672s14s31 − 448s15s30 + 448s19s26 + 448s20s25 − 672s7s39 − 448s8s38 −
896s9s37−224s10s36−448s11s35−1677984s12s34−672s13s33−672s14s32−672s15s31+448s17s29+
448s19s27+896s20s26+448s21s25−448s8s39−672s9s38−672s10s37−448s11s36−1677984s12s35−
1677984s13s34−896s14s33−896s15s32+448s16s31+448s19s28+448s20s27+448s21s26−672s9s39−
672s10s38−672s11s37−1677984s12s36−672s14s34−672s15s33+448s18s30+896s21s27−896s10s39−
896s11s38−1677984s14s35−672s15s34+448s16s33+448s17s32+448s18s31+448s19s30+448s20s29+
448s21s28+1344s22s27−672s11s39−1677984s13s37−672s15s35+448s16s34+448s17s33+448s18s32+
896s19s31 +448s20s30 +448s21s29 +448s22s28−1677984s13s38−1677984s14s37−1677984s15s36 +
448s19s32 + 448s20s31− 672s15s37 + 448s17s35 + 448s19s33 + 896s20s32 + 448s21s31 + 448s23s29−
1677984s14s39 − 1677984s15s38 + 448s16s37 + 448s19s34 + 448s20s33 + 448s21s32 + 448s22s31 +
448s25s28−1677984s15s39+448s18s36+896s21s33+448s24s30+448s16s39+448s17s38+448s18s37+
448s19s36 + 448s20s35 + 448s21s34 + 448s22s33 + 448s23s32 + 448s24s31 + 448s25s30 + 448s26s29 +
448s27s28 + 448s17s39 + 448s18s38 + 896s19s37 + 448s20s36 + 448s21s35 + 448s22s34 + 448s23s33 +
448s24s32 + 896s25s31 + 448s26s30 + 448s27s29 + 448s19s38 + 448s20s37 + 448s25s32 + 448s26s31 +
448s19s39 + 896s20s38 + 448s21s37 + 448s23s35 + 448s25s33 + 896s26s32 + 448s27s31 + 448s20s39 +
448s21s38 + 448s22s37 + 448s25s34 + 448s26s33 + 448s27s32 + 896s21s39 + 448s24s36 + 896s27s33 +
448s22s39 + 448s23s38 + 448s24s37 + 448s25s36 + 448s26s35 + 448s27s34 + 1344s28s33 + 448s23s39 +
448s24s38 + 896s25s37 + 448s26s36 + 448s27s35 + 448s28s34 + 448s25s38 + 448s26s37 + 448s25s39 +
896s26s38 + 448s27s37 + 448s29s35 + 448s26s39 + 448s27s38 + 448s28s37 + 448s31s34 + 896s27s39 +
448s30s36 + 448s28s39 + 448s29s38 + 448s30s37 + 448s31s36 + 448s32s35 + 448s33s34 + 448s29s39 +
448s30s38 + 896s31s37 + 448s32s36 + 448s33s35 + 448s31s38 + 448s32s37 + 448s31s39 + 896s32s38 +
448s33s37 + 448s32s39 + 448s33s38 + 896s33s39 + 1344s34s39 + 60445728
A complete expression of Hˆ2 (σˆ
z) for 28-order Williamson based method or 84-order
Baumert-Hall based method
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A complete expression of Ek(s) for 36-order Williamson based method or 108-order
Baumert-Hall based method
Ek(s) = 432s0s1+432s0s2+288s0s3+864s1s2+432s0s4+720s1s3+864s1s4+720s2s3+864s2s4+
720s3s4 + 432s5s6 + 432s5s7 + 288s5s8 + 864s6s7 + 432s5s9 + 720s6s8 + 864s6s9 + 720s7s8 +
864s7s9 + 720s8s9 + 432s10s11 + 432s10s12 + 288s10s13 + 864s11s12 + 432s10s14 + 720s11s13 +
864s11s14 + 720s12s13 + 864s12s14 + 720s13s14 + 432s15s16 + 432s15s17 + 288s15s18 + 864s16s17 +
432s15s19+720s16s18+864s16s19+720s17s18+864s17s19+720s18s19+432s0s1s2s3+432s0s1s3s4+
432s0s2s3s4+432s1s2s3s4+144s0s1s5s6+144s0s1s6s7+144s0s2s5s7+144s1s2s5s6+144s0s1s7s8+
144s0s2s6s8+144s0s3s5s8+144s0s3s6s7+144s1s2s5s8+288s1s2s6s7+144s1s3s5s7+144s2s3s5s6+
144s0s1s8s9+144s0s2s7s9+144s0s3s6s9+144s0s4s5s9+144s0s4s6s8+144s1s2s6s9+144s1s2s7s8+
144s1s3s5s9+288s1s3s6s8+144s1s4s5s8+144s1s4s6s7+144s2s3s6s7+144s2s4s5s7+144s3s4s5s6+
144s0s2s8s9+144s0s3s7s9+144s0s4s6s9+144s0s4s7s8+144s1s2s7s9+144s1s3s6s9+144s1s3s7s8+
144s1s4s5s9+144s1s4s6s8+144s2s3s5s9+144s2s3s6s8+144s2s4s5s8+144s2s4s6s7+144s3s4s5s7+
144s1s2s8s9+144s1s3s7s9+288s1s4s6s9+144s1s4s7s8+144s2s3s6s9+288s2s3s7s8+144s2s4s6s8+
144s3s4s6s7 + 144s1s3s8s9 + 144s1s4s7s9 + 144s2s4s6s9 + 144s3s4s6s8 + 144s0s1s10s11 +
144s2s3s8s9 + 288s2s4s7s9 + 144s3s4s7s8 + 144s2s4s8s9 + 144s3s4s7s9 + 144s0s1s11s12 +
144s0s2s10s12 + 144s1s2s10s11 + 288s3s4s8s9 + 144s0s1s12s13 + 144s0s2s11s13 + 144s0s3s10s13 +
144s0s3s11s12 + 144s1s2s10s13 + 288s1s2s11s12 + 144s1s3s10s12 + 144s2s3s10s11 + 432s5s6s7s8 +
144s0s1s13s14 + 144s0s2s12s14 + 144s0s3s11s14 + 144s0s4s10s14 + 144s0s4s11s13 + 144s1s2s11s14 +
144s1s2s12s13 + 144s1s3s10s14 + 288s1s3s11s13 + 144s1s4s10s13 + 144s1s4s11s12 + 144s2s3s11s12 +
144s2s4s10s12 + 144s3s4s10s11 + 432s5s6s8s9 + 144s0s2s13s14 + 144s0s3s12s14 + 144s0s4s11s14 +
144s0s4s12s13 + 144s1s2s12s14 + 144s1s3s11s14 + 144s1s3s12s13 + 144s1s4s10s14 + 144s1s4s11s13 +
144s2s3s10s14 + 144s2s3s11s13 + 144s2s4s10s13 + 144s2s4s11s12 + 144s3s4s10s12 + 432s5s7s8s9 +
144s1s2s13s14 + 144s1s3s12s14 + 288s1s4s11s14 + 144s1s4s12s13 + 144s2s3s11s14 + 288s2s3s12s13 +
144s2s4s11s13 + 144s3s4s11s12 + 432s6s7s8s9 + 144s1s3s13s14 + 144s1s4s12s14 + 144s2s4s11s14 +
144s3s4s11s13 + 144s0s1s15s16 + 144s2s3s13s14 + 288s2s4s12s14 + 144s3s4s12s13 + 144s5s6s10s11 +
144s2s4s13s14 + 144s3s4s12s14 + 144s0s1s16s17 + 144s0s2s15s17 + 144s1s2s15s16 + 288s3s4s13s14 +
144s5s6s11s12 + 144s5s7s10s12 + 144s6s7s10s11 + 144s0s1s17s18 + 144s0s2s16s18 + 144s0s3s15s18 +
144s0s3s16s17 + 144s1s2s15s18 + 288s1s2s16s17 + 144s1s3s15s17 + 144s2s3s15s16 + 144s5s6s12s13 +
144s5s7s11s13 + 144s5s8s10s13 + 144s5s8s11s12 + 144s6s7s10s13 + 288s6s7s11s12 + 144s6s8s10s12 +
144s7s8s10s11 + 144s0s1s18s19 + 144s0s2s17s19 + 144s0s3s16s19 + 144s0s4s15s19 + 144s0s4s16s18 +
144s1s2s16s19 + 144s1s2s17s18 + 144s1s3s15s19 + 288s1s3s16s18 + 144s1s4s15s18 + 144s1s4s16s17 +
144s2s3s16s17 + 144s2s4s15s17 + 144s3s4s15s16 + 144s5s6s13s14 + 144s5s7s12s14 + 144s5s8s11s14 +
144s5s9s10s14 + 144s5s9s11s13 + 144s6s7s11s14 + 144s6s7s12s13 + 144s6s8s10s14 + 288s6s8s11s13 +
144s6s9s10s13 + 144s6s9s11s12 + 144s7s8s11s12 + 144s7s9s10s12 + 144s8s9s10s11 + 144s0s2s18s19 +
144s0s3s17s19 + 144s0s4s16s19 + 144s0s4s17s18 + 144s1s2s17s19 + 144s1s3s16s19 + 144s1s3s17s18 +
144s1s4s15s19 + 144s1s4s16s18 + 144s2s3s15s19 + 144s2s3s16s18 + 144s2s4s15s18 + 144s2s4s16s17 +
144s3s4s15s17 + 144s5s7s13s14 + 144s5s8s12s14 + 144s5s9s11s14 + 144s5s9s12s13 + 144s6s7s12s14 +
144s6s8s11s14 + 144s6s8s12s13 + 144s6s9s10s14 + 144s6s9s11s13 + 144s7s8s10s14 + 144s7s8s11s13 +
144s7s9s10s13 + 144s7s9s11s12 + 144s8s9s10s12 + 144s1s2s18s19 + 144s1s3s17s19 + 288s1s4s16s19 +
144s1s4s17s18 + 144s2s3s16s19 + 288s2s3s17s18 + 144s2s4s16s18 + 144s3s4s16s17 + 144s6s7s13s14 +
144s6s8s12s14 + 288s6s9s11s14 + 144s6s9s12s13 + 144s7s8s11s14 + 288s7s8s12s13 + 144s7s9s11s13 +
144s8s9s11s12 + 144s1s3s18s19 + 144s1s4s17s19 + 144s2s4s16s19 + 144s3s4s16s18 + 144s6s8s13s14 +
144s6s9s12s14 + 144s7s9s11s14 + 144s8s9s11s13 + 144s2s3s18s19 + 288s2s4s17s19 + 144s3s4s17s18 +
144s5s6s15s16 + 144s7s8s13s14 + 288s7s9s12s14 + 144s8s9s12s13 + 144s2s4s18s19 + 144s3s4s17s19 +
144s7s9s13s14 + 144s8s9s12s14 + 288s3s4s18s19 + 144s5s6s16s17 + 144s5s7s15s17 + 144s6s7s15s16 +
288s8s9s13s14 + 144s5s6s17s18 + 144s5s7s16s18 + 144s5s8s15s18 + 144s5s8s16s17 + 144s6s7s15s18 +
288s6s7s16s17+144s6s8s15s17+144s7s8s15s16+432s10s11s12s13+144s5s6s18s19+144s5s7s17s19+
144s5s8s16s19 + 144s5s9s15s19 + 144s5s9s16s18 + 144s6s7s16s19 + 144s6s7s17s18 + 144s6s8s15s19 +
288s6s8s16s18 + 144s6s9s15s18 + 144s6s9s16s17 + 144s7s8s16s17 + 144s7s9s15s17 + 144s8s9s15s16 +
432s10s11s13s14+144s5s7s18s19+144s5s8s17s19+144s5s9s16s19+144s5s9s17s18+144s6s7s17s19+
144s6s8s16s19 + 144s6s8s17s18 + 144s6s9s15s19 + 144s6s9s16s18 + 144s7s8s15s19 + 144s7s8s16s18 +
144s7s9s15s18+144s7s9s16s17+144s8s9s15s17+432s10s12s13s14+144s6s7s18s19+144s6s8s17s19+
288s6s9s16s19 + 144s6s9s17s18 + 144s7s8s16s19 + 288s7s8s17s18 + 144s7s9s16s18 + 144s8s9s16s17 +
432s11s12s13s14+144s6s8s18s19+144s6s9s17s19+144s7s9s16s19+144s8s9s16s18+144s7s8s18s19+
288s7s9s17s19+144s8s9s17s18+144s10s11s15s16+144s7s9s18s19+144s8s9s17s19+288s8s9s18s19+
144s10s11s16s17 + 144s10s12s15s17 + 144s11s12s15s16 + 144s10s11s17s18 + 144s10s12s16s18 +
144s10s13s15s18 + 144s10s13s16s17 + 144s11s12s15s18 + 288s11s12s16s17 + 144s11s13s15s17 +
144s12s13s15s16 + 144s10s11s18s19 + 144s10s12s17s19 + 144s10s13s16s19 + 144s10s14s15s19 +
144s10s14s16s18 + 144s11s12s16s19 + 144s11s12s17s18 + 144s11s13s15s19 + 288s11s13s16s18 +
144s11s14s15s18 + 144s11s14s16s17 + 144s12s13s16s17 + 144s12s14s15s17 + 144s13s14s15s16 +
144s10s12s18s19 + 144s10s13s17s19 + 144s10s14s16s19 + 144s10s14s17s18 + 144s11s12s17s19 +
144s11s13s16s19 + 144s11s13s17s18 + 144s11s14s15s19 + 144s11s14s16s18 + 144s12s13s15s19 +
144s12s13s16s18 + 144s12s14s15s18 + 144s12s14s16s17 + 144s13s14s15s17 + 144s11s12s18s19 +
144s11s13s17s19 + 288s11s14s16s19 + 144s11s14s17s18 + 144s12s13s16s19 + 288s12s13s17s18 +
144s12s14s16s18 + 144s13s14s16s17 + 144s11s13s18s19 + 144s11s14s17s19 + 144s12s14s16s19 +
144s13s14s16s18 + 144s12s13s18s19 + 288s12s14s17s19 + 144s13s14s17s18 + 144s12s14s18s19 +
144s13s14s17s19 + 288s13s14s18s19 + 432s15s16s17s18 + 432s15s16s18s19 + 432s15s17s18s19 +
432s16s17s18s19 + 5760
A complete expression of Ek(q) for 36-order Williamson based method or 108-order
Baumert-Hall based method
Ek(q) = 12096q0q1 − 32544q1 − 32544q2 − 32544q3 − 32544q4 − 19584q5 − 32544q6 − 32544q7 −
32544q8 − 32544q9 − 19584q10 − 32544q11 − 32544q12 − 32544q13 − 32544q14 − 19584q15 −
32544q16 − 32544q17 − 32544q18 − 32544q19 − 19584q0 + 12096q0q2 + 13248q0q3 + 20736q1q2 +
12096q0q4 + 21888q1q3 + 2304q0q5 + 20736q1q4 + 21888q2q3 + 4032q0q6 + 4032q1q5 + 20736q2q4 +
4032q0q7 + 7488q1q6 + 4032q2q5 + 21888q3q4 + 4032q0q8 + 6912q1q7 + 6912q2q6 + 4032q3q5 +
4032q0q9 + 6912q1q8 + 7488q2q7 + 6912q3q6 + 4032q4q5 + 2304q0q10 + 6912q1q9 + 6912q2q8 +
6912q3q7 + 6912q4q6 + 4032q0q11 + 4032q1q10 + 6912q2q9 + 7488q3q8 + 6912q4q7 + 12096q5q6 +
4032q0q12 + 7488q1q11 + 4032q2q10 + 6912q3q9 + 6912q4q8 + 12096q5q7 + 4032q0q13 + 6912q1q12 +
6912q2q11 + 4032q3q10 + 7488q4q9 + 13248q5q8 + 20736q6q7 + 4032q0q14 + 6912q1q13 + 7488q2q12 +
6912q3q11 +4032q4q10 +12096q5q9 +21888q6q8 +2304q0q15 +6912q1q14 +6912q2q13 +6912q3q12 +
6912q4q11 +2304q5q10 +20736q6q9 +21888q7q8 +4032q0q16 +4032q1q15 +6912q2q14 +7488q3q13 +
6912q4q12 +4032q5q11 +4032q6q10 +20736q7q9 +4032q0q17 +7488q1q16 +4032q2q15 +6912q3q14 +
6912q4q13 +4032q5q12 +7488q6q11 +4032q7q10 +21888q8q9 +4032q0q18 +6912q1q17 +6912q2q16 +
4032q3q15 + 7488q4q14 + 4032q5q13 + 6912q6q12 + 6912q7q11 + 4032q8q10 + 4032q0q19 + 6912q1q18 +
7488q2q17 + 6912q3q16 + 4032q4q15 + 4032q5q14 + 6912q6q13 + 7488q7q12 + 6912q8q11 + 4032q9q10 +
6912q1q19 + 6912q2q18 + 6912q3q17 + 6912q4q16 + 2304q5q15 + 6912q6q14 + 6912q7q13 + 6912q8q12 +
6912q9q11 + 6912q2q19 + 7488q3q18 + 6912q4q17 + 4032q5q16 + 4032q6q15 + 6912q7q14 + 7488q8q13 +
6912q9q12+12096q10q11+6912q3q19+6912q4q18+4032q5q17+7488q6q16+4032q7q15+6912q8q14+
6912q9q13+12096q10q12+7488q4q19+4032q5q18+6912q6q17+6912q7q16+4032q8q15+7488q9q14+
13248q10q13 + 20736q11q12 + 4032q5q19 + 6912q6q18 + 7488q7q17 + 6912q8q16 + 4032q9q15 +
12096q10q14 + 21888q11q13 + 6912q6q19 + 6912q7q18 + 6912q8q17 + 6912q9q16 + 2304q10q15 +
20736q11q14 + 21888q12q13 + 6912q7q19 + 7488q8q18 + 6912q9q17 + 4032q10q16 + 4032q11q15 +
20736q12q14 + 6912q8q19 + 6912q9q18 + 4032q10q17 + 7488q11q16 + 4032q12q15 + 21888q13q14 +
7488q9q19 + 4032q10q18 + 6912q11q17 + 6912q12q16 + 4032q13q15 + 4032q10q19 + 6912q11q18 +
7488q12q17 + 6912q13q16 + 4032q14q15 + 6912q11q19 + 6912q12q18 + 6912q13q17 + 6912q14q16 +
6912q12q19 + 7488q13q18 + 6912q14q17 + 12096q15q16 + 6912q13q19 + 6912q14q18 + 12096q15q17 +
7488q14q19+13248q15q18+20736q16q17+12096q15q19+21888q16q18+20736q16q19+21888q17q18+
20736q17q19 + 21888q18q19 − 3456q0q1q2 − 6912q0q1q3 − 3456q0q1q4 − 6912q0q2q3 − 1152q0q1q5 −
3456q0q2q4 − 6912q1q2q3 − 2304q0q1q6 − 1152q0q2q5 − 6912q0q3q4 − 3456q1q2q4 − 2304q0q1q7 −
1152q0q2q6 − 1152q0q3q5 − 2304q1q2q5 − 6912q1q3q4 − 2304q0q1q8 − 2304q0q2q7 − 2304q0q3q6 −
1152q0q4q5 − 4608q1q2q6 − 2304q1q3q5 − 6912q2q3q4 − 1152q0q1q9 − 2304q0q2q8 − 2304q0q3q7 −
2304q0q4q6 − 4608q1q2q7 − 3456q1q3q6 − 2304q1q4q5 − 2304q2q3q5 − 1152q0q1q10 − 2304q0q2q9 −
1152q0q3q8 − 1152q0q4q7 − 1152q0q5q6 − 3456q1q2q8 − 3456q1q3q7 − 4608q1q4q6 − 4608q2q3q6 −
2304q2q4q5 − 2304q0q1q11 − 1152q0q2q10 − 2304q0q3q9 − 2304q0q4q8 − 1152q0q5q7 − 3456q1q2q9 −
4608q1q3q8 − 3456q1q4q7 − 2304q1q5q6 − 3456q2q3q7 − 3456q2q4q6 − 2304q3q4q5 − 2304q0q1q12 −
1152q0q2q11 − 1152q0q3q10 − 2304q0q4q9 − 1152q0q5q8 − 2304q0q6q7 − 2304q1q2q10 − 4608q1q3q9 −
3456q1q4q8 − 1152q1q5q7 − 4608q2q3q8 − 4608q2q4q7 − 2304q2q5q6 − 3456q3q4q6 − 2304q0q1q13 −
2304q0q2q12−2304q0q3q11−1152q0q4q10−1152q0q5q9−2304q0q6q8−4608q1q2q11−2304q1q3q10−
4608q1q4q9 − 2304q1q5q8 − 4608q1q6q7 − 3456q2q3q9 − 3456q2q4q8 − 2304q2q5q7 − 4608q3q4q7 −
2304q3q5q6− 1152q0q1q14− 2304q0q2q13− 2304q0q3q12− 2304q0q4q11− 2304q0q6q9− 2304q0q7q8−
4608q1q2q12− 3456q1q3q11− 2304q1q4q10− 2304q1q5q9− 3456q1q6q8− 2304q2q3q10− 4608q2q4q9−
2304q2q5q8 − 4608q2q6q7 − 4608q3q4q8 − 2304q3q5q7 − 1152q4q5q6 − 1152q0q1q15 − 2304q0q2q14 −
1152q0q3q13−1152q0q4q12−2304q0q7q9−3456q1q2q13−3456q1q3q12−4608q1q4q11−4608q1q6q9−
4608q1q7q8 − 4608q2q3q11 − 2304q2q4q10 − 1152q2q5q9 − 3456q2q6q8 − 3456q3q4q9 − 1152q3q5q8 −
3456q3q6q7− 2304q4q5q7− 2304q0q1q16− 1152q0q2q15− 2304q0q3q14− 2304q0q4q13− 2304q0q8q9−
3456q1q2q14−4608q1q3q13−3456q1q4q12−3456q1q7q9−3456q2q3q12−3456q2q4q11−3456q2q6q9−
3456q2q7q8 − 2304q3q4q10 − 2304q3q5q9 − 4608q3q6q8 − 2304q4q5q8 − 3456q4q6q7 − 2304q0q1q17 −
1152q0q2q16−1152q0q3q15−2304q0q4q14−2304q1q2q15−4608q1q3q14−3456q1q4q13−3456q1q8q9−
4608q2q3q13 − 4608q2q4q12 − 4608q2q7q9 − 3456q3q4q11 − 3456q3q6q9 − 4608q3q7q8 − 2304q4q5q9 −
4608q4q6q8−3456q5q6q7−2304q0q1q18−2304q0q2q17−2304q0q3q16−1152q0q4q15−4608q1q2q16−
2304q1q3q15−4608q1q4q14−3456q2q3q14−3456q2q4q13−4608q2q8q9−4608q3q4q12−3456q3q7q9−
4608q4q6q9− 3456q4q7q8− 6912q5q6q8− 1152q0q1q19− 2304q0q2q18− 2304q0q3q17− 2304q0q4q16−
4608q1q2q17−3456q1q3q16−2304q1q4q15−2304q2q3q15−4608q2q4q14−4608q3q4q13−4608q3q8q9−
4608q4q7q9−3456q5q6q9−6912q5q7q8−2304q0q2q19−1152q0q3q18−1152q0q4q17−1152q0q10q11−
3456q1q2q18−3456q1q3q17−4608q1q4q16−4608q2q3q16−2304q2q4q15−3456q3q4q14−3456q4q8q9−
1152q5q6q10−3456q5q7q9−6912q6q7q8−2304q0q3q19−2304q0q4q18−1152q0q10q12−3456q1q2q19−
4608q1q3q18−3456q1q4q17−2304q1q10q11−3456q2q3q17−3456q2q4q16−2304q3q4q15−2304q5q6q11−
1152q5q7q10−6912q5q8q9−3456q6q7q9−2304q0q4q19−1152q0q10q13−2304q0q11q12−4608q1q3q19−
3456q1q4q18−1152q1q10q12−4608q2q3q18−4608q2q4q17−2304q2q10q11−3456q3q4q16−2304q5q6q12−
1152q5q7q11−1152q5q8q10−2304q6q7q10−6912q6q8q9−1152q0q10q14−2304q0q11q13−4608q1q4q19−
2304q1q10q13 − 4608q1q11q12 − 3456q2q3q19 − 3456q2q4q18 − 2304q2q10q12 − 4608q3q4q17 −
2304q3q10q11−2304q5q6q13−2304q5q7q12−2304q5q8q11−1152q5q9q10−4608q6q7q11−2304q6q8q10−
6912q7q8q9 − 2304q0q11q14 − 2304q0q12q13 − 2304q1q10q14 − 3456q1q11q13 − 4608q2q4q19 −
2304q2q10q13 − 4608q2q11q12 − 4608q3q4q18 − 2304q3q10q12 − 1152q4q10q11 − 1152q5q6q14 −
2304q5q7q13−2304q5q8q12−2304q5q9q11−4608q6q7q12−3456q6q8q11−2304q6q9q10−2304q7q8q10−
2304q0q12q14 − 4608q1q11q14 − 4608q1q12q13 − 1152q2q10q14 − 3456q2q11q13 − 3456q3q4q19 −
1152q3q10q13 − 3456q3q11q12 − 2304q4q10q12 − 1152q5q6q15 − 2304q5q7q14 − 1152q5q8q13 −
1152q5q9q12−1152q5q10q11−3456q6q7q13−3456q6q8q12−4608q6q9q11−4608q7q8q11−2304q7q9q10−
2304q0q13q14 − 3456q1q12q14 − 3456q2q11q14 − 3456q2q12q13 − 2304q3q10q14 − 4608q3q11q13 −
2304q4q10q13 − 3456q4q11q12 − 2304q5q6q16 − 1152q5q7q15 − 2304q5q8q14 − 2304q5q9q13 −
1152q5q10q12−3456q6q7q14−4608q6q8q13−3456q6q9q12−2304q6q10q11−3456q7q8q12−3456q7q9q11−
2304q8q9q10 − 3456q1q13q14 − 4608q2q12q14 − 3456q3q11q14 − 4608q3q12q13 − 2304q4q10q14 −
4608q4q11q13 − 2304q5q6q17 − 1152q5q7q16 − 1152q5q8q15 − 2304q5q9q14 − 1152q5q10q13 −
2304q5q11q12−2304q6q7q15−4608q6q8q14−3456q6q9q13−1152q6q10q12−4608q7q8q13−4608q7q9q12−
2304q7q10q11 − 3456q8q9q11 − 4608q2q13q14 − 3456q3q12q14 − 4608q4q11q14 − 3456q4q12q13 −
2304q5q6q18 − 2304q5q7q17 − 2304q5q8q16 − 1152q5q9q15 − 1152q5q10q14 − 2304q5q11q13 −
4608q6q7q16−2304q6q8q15−4608q6q9q14−2304q6q10q13−4608q6q11q12−3456q7q8q14−3456q7q9q13−
2304q7q10q12 − 4608q8q9q12 − 2304q8q10q11 − 4608q3q13q14 − 4608q4q12q14 − 1152q5q6q19 −
2304q5q7q18−2304q5q8q17−2304q5q9q16−2304q5q11q14−2304q5q12q13−4608q6q7q17−3456q6q8q16−
2304q6q9q15 − 2304q6q10q14 − 3456q6q11q13 − 2304q7q8q15 − 4608q7q9q14 − 2304q7q10q13 −
4608q7q11q12 − 4608q8q9q13 − 2304q8q10q12 − 1152q9q10q11 − 1152q0q15q16 − 3456q4q13q14 −
2304q5q7q19−1152q5q8q18−1152q5q9q17−2304q5q12q14−3456q6q7q18−3456q6q8q17−4608q6q9q16−
4608q6q11q14 − 4608q6q12q13 − 4608q7q8q16 − 2304q7q9q15 − 1152q7q10q14 − 3456q7q11q13 −
3456q8q9q14 − 1152q8q10q13 − 3456q8q11q12 − 2304q9q10q12 − 1152q0q15q17 − 2304q1q15q16 −
2304q5q8q19−2304q5q9q18−2304q5q13q14−3456q6q7q19−4608q6q8q18−3456q6q9q17−3456q6q12q14−
3456q7q8q17 − 3456q7q9q16 − 3456q7q11q14 − 3456q7q12q13 − 2304q8q9q15 − 2304q8q10q14 −
4608q8q11q13 − 2304q9q10q13 − 3456q9q11q12 − 1152q0q15q18 − 2304q0q16q17 − 1152q1q15q17 −
2304q2q15q16−2304q5q9q19−4608q6q8q19−3456q6q9q18−3456q6q13q14−4608q7q8q18−4608q7q9q17−
4608q7q12q14 − 3456q8q9q16 − 3456q8q11q14 − 4608q8q12q13 − 2304q9q10q14 − 4608q9q11q13 −
3456q10q11q12 − 1152q0q15q19 − 2304q0q16q18 − 2304q1q15q18 − 4608q1q16q17 − 2304q2q15q17 −
2304q3q15q16 − 4608q6q9q19 − 3456q7q8q19 − 3456q7q9q18 − 4608q7q13q14 − 4608q8q9q17 −
3456q8q12q14 − 4608q9q11q14 − 3456q9q12q13 − 6912q10q11q13 − 2304q0q16q19 − 2304q0q17q18 −
2304q1q15q19 − 3456q1q16q18 − 2304q2q15q18 − 4608q2q16q17 − 2304q3q15q17 − 1152q4q15q16 −
4608q7q9q19 − 4608q8q9q18 − 4608q8q13q14 − 4608q9q12q14 − 3456q10q11q14 − 6912q10q12q13 −
2304q0q17q19 − 4608q1q16q19 − 4608q1q17q18 − 1152q2q15q19 − 3456q2q16q18 − 1152q3q15q18 −
3456q3q16q17 − 2304q4q15q17 − 1152q5q15q16 − 3456q8q9q19 − 3456q9q13q14 − 1152q10q11q15 −
3456q10q12q14 − 6912q11q12q13 − 2304q0q18q19 − 3456q1q17q19 − 3456q2q16q19 − 3456q2q17q18 −
2304q3q15q19 − 4608q3q16q18 − 2304q4q15q18 − 3456q4q16q17 − 1152q5q15q17 − 2304q6q15q16 −
2304q10q11q16 − 1152q10q12q15 − 6912q10q13q14 − 3456q11q12q14 − 3456q1q18q19 − 4608q2q17q19 −
3456q3q16q19 − 4608q3q17q18 − 2304q4q15q19 − 4608q4q16q18 − 1152q5q15q18 − 2304q5q16q17 −
1152q6q15q17 − 2304q7q15q16 − 2304q10q11q17 − 1152q10q12q16 − 1152q10q13q15 − 2304q11q12q15 −
6912q11q13q14 − 4608q2q18q19 − 3456q3q17q19 − 4608q4q16q19 − 3456q4q17q18 − 1152q5q15q19 −
2304q5q16q18 − 2304q6q15q18 − 4608q6q16q17 − 2304q7q15q17 − 2304q8q15q16 − 2304q10q11q18 −
2304q10q12q17 − 2304q10q13q16 − 1152q10q14q15 − 4608q11q12q16 − 2304q11q13q15 − 6912q12q13q14 −
4608q3q18q19 − 4608q4q17q19 − 2304q5q16q19 − 2304q5q17q18 − 2304q6q15q19 − 3456q6q16q18 −
2304q7q15q18 − 4608q7q16q17 − 2304q8q15q17 − 1152q9q15q16 − 1152q10q11q19 − 2304q10q12q18 −
2304q10q13q17 − 2304q10q14q16 − 4608q11q12q17 − 3456q11q13q16 − 2304q11q14q15 − 2304q12q13q15 −
3456q4q18q19 − 2304q5q17q19 − 4608q6q16q19 − 4608q6q17q18 − 1152q7q15q19 − 3456q7q16q18 −
1152q8q15q18 − 3456q8q16q17 − 2304q9q15q17 − 2304q10q12q19 − 1152q10q13q18 − 1152q10q14q17 −
1152q10q15q16 − 3456q11q12q18 − 3456q11q13q17 − 4608q11q14q16 − 4608q12q13q16 − 2304q12q14q15 −
2304q5q18q19 − 3456q6q17q19 − 3456q7q16q19 − 3456q7q17q18 − 2304q8q15q19 − 4608q8q16q18 −
2304q9q15q18 − 3456q9q16q17 − 2304q10q13q19 − 2304q10q14q18 − 1152q10q15q17 − 3456q11q12q19 −
4608q11q13q18 − 3456q11q14q17 − 2304q11q15q16 − 3456q12q13q17 − 3456q12q14q16 − 2304q13q14q15 −
3456q6q18q19 − 4608q7q17q19 − 3456q8q16q19 − 4608q8q17q18 − 2304q9q15q19 − 4608q9q16q18 −
2304q10q14q19 − 1152q10q15q18 − 2304q10q16q17 − 4608q11q13q19 − 3456q11q14q18 − 1152q11q15q17 −
4608q12q13q18 − 4608q12q14q17 − 2304q12q15q16 − 3456q13q14q16 − 4608q7q18q19 − 3456q8q17q19 −
4608q9q16q19 − 3456q9q17q18 − 1152q10q15q19 − 2304q10q16q18 − 4608q11q14q19 − 2304q11q15q18 −
4608q11q16q17 − 3456q12q13q19 − 3456q12q14q18 − 2304q12q15q17 − 4608q13q14q17 − 2304q13q15q16 −
4608q8q18q19 − 4608q9q17q19 − 2304q10q16q19 − 2304q10q17q18 − 2304q11q15q19 − 3456q11q16q18 −
4608q12q14q19 − 2304q12q15q18 − 4608q12q16q17 − 4608q13q14q18 − 2304q13q15q17 − 1152q14q15q16 −
3456q9q18q19 − 2304q10q17q19 − 4608q11q16q19 − 4608q11q17q18 − 1152q12q15q19 − 3456q12q16q18 −
3456q13q14q19 − 1152q13q15q18 − 3456q13q16q17 − 2304q14q15q17 − 2304q10q18q19 − 3456q11q17q19 −
3456q12q16q19 − 3456q12q17q18 − 2304q13q15q19 − 4608q13q16q18 − 2304q14q15q18 − 3456q14q16q17 −
3456q11q18q19 − 4608q12q17q19 − 3456q13q16q19 − 4608q13q17q18 − 2304q14q15q19 − 4608q14q16q18 −
3456q15q16q17 − 4608q12q18q19 − 3456q13q17q19 − 4608q14q16q19 − 3456q14q17q18 − 6912q15q16q18 −
4608q13q18q19 − 4608q14q17q19 − 3456q15q16q19 − 6912q15q17q18 − 3456q14q18q19 − 3456q15q17q19 −
6912q16q17q18 − 6912q15q18q19 − 3456q16q17q19 − 6912q16q18q19 − 6912q17q18q19 + 6912q0q1q2q3 +
6912q0q1q3q4 + 6912q0q2q3q4 + 6912q1q2q3q4 + 2304q0q1q5q6 + 2304q0q1q6q7 + 2304q0q2q5q7 +
2304q1q2q5q6 + 2304q0q1q7q8 + 2304q0q2q6q8 + 2304q0q3q5q8 + 2304q0q3q6q7 + 2304q1q2q5q8 +
4608q1q2q6q7 + 2304q1q3q5q7 + 2304q2q3q5q6 + 2304q0q1q8q9 + 2304q0q2q7q9 + 2304q0q3q6q9 +
2304q0q4q5q9 + 2304q0q4q6q8 + 2304q1q2q6q9 + 2304q1q2q7q8 + 2304q1q3q5q9 + 4608q1q3q6q8 +
2304q1q4q5q8 + 2304q1q4q6q7 + 2304q2q3q6q7 + 2304q2q4q5q7 + 2304q3q4q5q6 + 2304q0q2q8q9 +
2304q0q3q7q9 + 2304q0q4q6q9 + 2304q0q4q7q8 + 2304q1q2q7q9 + 2304q1q3q6q9 + 2304q1q3q7q8 +
2304q1q4q5q9 + 2304q1q4q6q8 + 2304q2q3q5q9 + 2304q2q3q6q8 + 2304q2q4q5q8 + 2304q2q4q6q7 +
2304q3q4q5q7 + 2304q1q2q8q9 + 2304q1q3q7q9 + 4608q1q4q6q9 + 2304q1q4q7q8 + 2304q2q3q6q9 +
4608q2q3q7q8 + 2304q2q4q6q8 + 2304q3q4q6q7 + 2304q1q3q8q9 + 2304q1q4q7q9 + 2304q2q4q6q9 +
2304q3q4q6q8 + 2304q0q1q10q11 + 2304q2q3q8q9 + 4608q2q4q7q9 + 2304q3q4q7q8 + 2304q2q4q8q9 +
2304q3q4q7q9+2304q0q1q11q12+2304q0q2q10q12+2304q1q2q10q11+4608q3q4q8q9+2304q0q1q12q13+
2304q0q2q11q13 + 2304q0q3q10q13 + 2304q0q3q11q12 + 2304q1q2q10q13 + 4608q1q2q11q12 +
2304q1q3q10q12+2304q2q3q10q11+6912q5q6q7q8+2304q0q1q13q14+2304q0q2q12q14+2304q0q3q11q14+
2304q0q4q10q14 + 2304q0q4q11q13 + 2304q1q2q11q14 + 2304q1q2q12q13 + 2304q1q3q10q14 +
4608q1q3q11q13 + 2304q1q4q10q13 + 2304q1q4q11q12 + 2304q2q3q11q12 + 2304q2q4q10q12 +
2304q3q4q10q11+6912q5q6q8q9+2304q0q2q13q14+2304q0q3q12q14+2304q0q4q11q14+2304q0q4q12q13+
2304q1q2q12q14 + 2304q1q3q11q14 + 2304q1q3q12q13 + 2304q1q4q10q14 + 2304q1q4q11q13 +
2304q2q3q10q14 + 2304q2q3q11q13 + 2304q2q4q10q13 + 2304q2q4q11q12 + 2304q3q4q10q12 +
6912q5q7q8q9+2304q1q2q13q14+2304q1q3q12q14+4608q1q4q11q14+2304q1q4q12q13+2304q2q3q11q14+
4608q2q3q12q13+2304q2q4q11q13+2304q3q4q11q12+6912q6q7q8q9+2304q1q3q13q14+2304q1q4q12q14+
2304q2q4q11q14 + 2304q3q4q11q13 + 2304q0q1q15q16 + 2304q2q3q13q14 + 4608q2q4q12q14 +
2304q3q4q12q13 + 2304q5q6q10q11 + 2304q2q4q13q14 + 2304q3q4q12q14 + 2304q0q1q16q17 +
2304q0q2q15q17 + 2304q1q2q15q16 + 4608q3q4q13q14 + 2304q5q6q11q12 + 2304q5q7q10q12 +
2304q6q7q10q11 + 2304q0q1q17q18 + 2304q0q2q16q18 + 2304q0q3q15q18 + 2304q0q3q16q17 +
2304q1q2q15q18 + 4608q1q2q16q17 + 2304q1q3q15q17 + 2304q2q3q15q16 + 2304q5q6q12q13 +
2304q5q7q11q13 + 2304q5q8q10q13 + 2304q5q8q11q12 + 2304q6q7q10q13 + 4608q6q7q11q12 +
2304q6q8q10q12 + 2304q7q8q10q11 + 2304q0q1q18q19 + 2304q0q2q17q19 + 2304q0q3q16q19 +
2304q0q4q15q19 + 2304q0q4q16q18 + 2304q1q2q16q19 + 2304q1q2q17q18 + 2304q1q3q15q19 +
4608q1q3q16q18 + 2304q1q4q15q18 + 2304q1q4q16q17 + 2304q2q3q16q17 + 2304q2q4q15q17 +
2304q3q4q15q16 + 2304q5q6q13q14 + 2304q5q7q12q14 + 2304q5q8q11q14 + 2304q5q9q10q14 +
2304q5q9q11q13 + 2304q6q7q11q14 + 2304q6q7q12q13 + 2304q6q8q10q14 + 4608q6q8q11q13 +
2304q6q9q10q13 + 2304q6q9q11q12 + 2304q7q8q11q12 + 2304q7q9q10q12 + 2304q8q9q10q11 +
2304q0q2q18q19+2304q0q3q17q19+2304q0q4q16q19+2304q0q4q17q18+2304q1q2q17q19+2304q1q3q16q19+
2304q1q3q17q18+2304q1q4q15q19+2304q1q4q16q18+2304q2q3q15q19+2304q2q3q16q18+2304q2q4q15q18+
2304q2q4q16q17+2304q3q4q15q17+2304q5q7q13q14+2304q5q8q12q14+2304q5q9q11q14+2304q5q9q12q13+
2304q6q7q12q14+2304q6q8q11q14+2304q6q8q12q13+2304q6q9q10q14+2304q6q9q11q13+2304q7q8q10q14+
2304q7q8q11q13+2304q7q9q10q13+2304q7q9q11q12+2304q8q9q10q12+2304q1q2q18q19+2304q1q3q17q19+
4608q1q4q16q19+2304q1q4q17q18+2304q2q3q16q19+4608q2q3q17q18+2304q2q4q16q18+2304q3q4q16q17+
2304q6q7q13q14+2304q6q8q12q14+4608q6q9q11q14+2304q6q9q12q13+2304q7q8q11q14+4608q7q8q12q13+
2304q7q9q11q13+2304q8q9q11q12+2304q1q3q18q19+2304q1q4q17q19+2304q2q4q16q19+2304q3q4q16q18+
2304q6q8q13q14+2304q6q9q12q14+2304q7q9q11q14+2304q8q9q11q13+2304q2q3q18q19+4608q2q4q17q19+
2304q3q4q17q18+2304q5q6q15q16+2304q7q8q13q14+4608q7q9q12q14+2304q8q9q12q13+2304q2q4q18q19+
2304q3q4q17q19+2304q7q9q13q14+2304q8q9q12q14+4608q3q4q18q19+2304q5q6q16q17+2304q5q7q15q17+
2304q6q7q15q16+4608q8q9q13q14+2304q5q6q17q18+2304q5q7q16q18+2304q5q8q15q18+2304q5q8q16q17+
2304q6q7q15q18 + 4608q6q7q16q17 + 2304q6q8q15q17 + 2304q7q8q15q16 + 6912q10q11q12q13 +
2304q5q6q18q19+2304q5q7q17q19+2304q5q8q16q19+2304q5q9q15q19+2304q5q9q16q18+2304q6q7q16q19+
2304q6q7q17q18+2304q6q8q15q19+4608q6q8q16q18+2304q6q9q15q18+2304q6q9q16q17+2304q7q8q16q17+
2304q7q9q15q17+2304q8q9q15q16+6912q10q11q13q14+2304q5q7q18q19+2304q5q8q17q19+2304q5q9q16q19+
2304q5q9q17q18+2304q6q7q17q19+2304q6q8q16q19+2304q6q8q17q18+2304q6q9q15q19+2304q6q9q16q18+
2304q7q8q15q19+2304q7q8q16q18+2304q7q9q15q18+2304q7q9q16q17+2304q8q9q15q17+6912q10q12q13q14+
2304q6q7q18q19+2304q6q8q17q19+4608q6q9q16q19+2304q6q9q17q18+2304q7q8q16q19+4608q7q8q17q18+
2304q7q9q16q18+2304q8q9q16q17+6912q11q12q13q14+2304q6q8q18q19+2304q6q9q17q19+2304q7q9q16q19+
2304q8q9q16q18+2304q7q8q18q19+4608q7q9q17q19+2304q8q9q17q18+2304q10q11q15q16+2304q7q9q18q19+
2304q8q9q17q19 + 4608q8q9q18q19 + 2304q10q11q16q17 + 2304q10q12q15q17 + 2304q11q12q15q16 +
2304q10q11q17q18+2304q10q12q16q18+2304q10q13q15q18+2304q10q13q16q17+2304q11q12q15q18+4608q11q12q16q17+
2304q11q13q15q17+2304q12q13q15q16+2304q10q11q18q19+2304q10q12q17q19+2304q10q13q16q19+2304q10q14q15q19+
2304q10q14q16q18+2304q11q12q16q19+2304q11q12q17q18+2304q11q13q15q19+4608q11q13q16q18+2304q11q14q15q18+
2304q11q14q16q17+2304q12q13q16q17+2304q12q14q15q17+2304q13q14q15q16+2304q10q12q18q19+2304q10q13q17q19+
2304q10q14q16q19+2304q10q14q17q18+2304q11q12q17q19+2304q11q13q16q19+2304q11q13q17q18+2304q11q14q15q19+
2304q11q14q16q18+2304q12q13q15q19+2304q12q13q16q18+2304q12q14q15q18+2304q12q14q16q17+2304q13q14q15q17+
2304q11q12q18q19+2304q11q13q17q19+4608q11q14q16q19+2304q11q14q17q18+2304q12q13q16q19+4608q12q13q17q18+
2304q12q14q16q18+2304q13q14q16q17+2304q11q13q18q19+2304q11q14q17q19+2304q12q14q16q19+2304q13q14q16q18+
2304q12q13q18q19+4608q12q14q17q19+2304q13q14q17q18+2304q12q14q18q19+2304q13q14q17q19+4608q13q14q18q19+
6912q15q16q17q18 + 6912q15q16q18q19 + 6912q15q17q18q19 + 6912q16q17q18q19 + 93312
A complete expression of E2(q) for 36-order Williamson based method or 108-order
Baumert-Hall based method by taking δ = 10, 545, 408
E2(q) = 31648320q20− 32544q1− 32544q2− 32544q3− 32544q4− 19584q5− 32544q6− 32544q7−
32544q8 − 32544q9 − 19584q10 − 32544q11 − 32544q12 − 32544q13 − 32544q14 − 19584q15 −
32544q16−32544q17−32544q18−32544q19−19584q0+31648320q21+31649472q22+31648320q23+
31656960q24 + 31658112q25 + 31656960q26 + 31658112q27 + 31656960q28 + 31658112q29 +
31648320q30 + 31648320q31 + 31649472q32 + 31648320q33 + 31656960q34 + 31658112q35 +
31656960q36 + 31658112q37 + 31656960q38 + 31658112q39 + 31648320q40 + 31648320q41 +
31649472q42 + 31648320q43 + 31656960q44 + 31658112q45 + 31656960q46 + 31658112q47 +
31656960q48 + 31658112q49 + 31648320q50 + 31648320q51 + 31649472q52 + 31648320q53 +
31656960q54 + 31658112q55 + 31656960q56 + 31658112q57 + 31656960q58 + 31658112q59 +
10545408q0q1 + 10545408q0q2 + 10545408q0q3 + 10545408q1q2 + 10545408q0q4 + 10545408q1q3 +
2304q0q5 + 10545408q1q4 + 10545408q2q3 + 4032q0q6 + 4032q1q5 + 10545408q2q4 + 4032q0q7 +
7488q1q6 + 4032q2q5 + 10545408q3q4 + 4032q0q8 + 6912q1q7 + 6912q2q6 + 4032q3q5 + 4032q0q9 +
6912q1q8 + 7488q2q7 + 6912q3q6 + 4032q4q5 + 2304q0q10 + 6912q1q9 + 6912q2q8 + 6912q3q7 +
6912q4q6 + 4032q0q11 + 4032q1q10 + 6912q2q9 + 7488q3q8 + 6912q4q7 + 10545408q5q6 + 4032q0q12 +
7488q1q11+4032q2q10+6912q3q9+6912q4q8+10545408q5q7+4032q0q13+6912q1q12+6912q2q11+
4032q3q10 + 7488q4q9 + 10545408q5q8 + 10545408q6q7 + 4032q0q14 + 6912q1q13 + 7488q2q12 +
6912q3q11 + 4032q4q10 + 10545408q5q9 + 10545408q6q8 + 2304q0q15 + 6912q1q14 + 6912q2q13 +
6912q3q12 + 6912q4q11 + 2304q5q10 + 10545408q6q9 + 10545408q7q8 + 4032q0q16 + 4032q1q15 +
6912q2q14+7488q3q13+6912q4q12+4032q5q11+4032q6q10+10545408q7q9+4032q0q17+7488q1q16+
4032q2q15+6912q3q14+6912q4q13+4032q5q12+7488q6q11+4032q7q10+10545408q8q9+4032q0q18+
6912q1q17 + 6912q2q16 + 4032q3q15 + 7488q4q14 + 4032q5q13 + 6912q6q12 + 6912q7q11 + 4032q8q10 +
4032q0q19 + 6912q1q18 + 7488q2q17 + 6912q3q16 + 4032q4q15 + 4032q5q14 + 6912q6q13 + 7488q7q12 +
6912q8q11 + 4032q9q10 − 21090816q0q20 + 6912q1q19 + 6912q2q18 + 6912q3q17 + 6912q4q16 +
2304q5q15 + 6912q6q14 + 6912q7q13 + 6912q8q12 + 6912q9q11 − 21090816q0q21 − 21090816q1q20 +
6912q2q19 + 7488q3q18 + 6912q4q17 + 4032q5q16 + 4032q6q15 + 6912q7q14 + 7488q8q13 + 6912q9q12 +
10545408q10q11 − 21090816q0q22 − 3456q2q20 + 6912q3q19 + 6912q4q18 + 4032q5q17 + 7488q6q16 +
4032q7q15+6912q8q14+6912q9q13+10545408q10q12−21090816q0q23−21090816q2q21−6912q3q20+
7488q4q19 + 4032q5q18 + 6912q6q17 + 6912q7q16 + 4032q8q15 + 7488q9q14 + 10545408q10q13 +
10545408q11q12 − 6912q3q21 − 3456q4q20 + 4032q5q19 + 6912q6q18 + 7488q7q17 + 6912q8q16 +
4032q9q15 + 10545408q10q14 + 10545408q11q13 − 21090816q1q24 − 21090816q3q22 − 3456q4q21 −
1152q5q20 + 6912q6q19 + 6912q7q18 + 6912q8q17 + 6912q9q16 + 2304q10q15 + 10545408q11q14 +
10545408q12q13−21090816q1q25−21090816q2q24−6912q4q22−1152q5q21−2304q6q20+6912q7q19+
7488q8q18 + 6912q9q17 + 4032q10q16 + 4032q11q15 + 10545408q12q14−21090816q1q26−6912q3q24−
21090816q4q23 − 1152q5q22 − 1152q6q21 − 2304q7q20 + 6912q8q19 + 6912q9q18 + 4032q10q17 +
7488q11q16 + 4032q12q15 + 10545408q13q14−21090816q3q25−3456q4q24−1152q5q23−2304q6q22−
2304q7q21 − 2304q8q20 + 7488q9q19 + 4032q10q18 + 6912q11q17 + 6912q12q16 + 4032q13q15 −
21090816q2q27 − 6912q4q25 − 2304q5q24 − 2304q6q23 − 2304q7q22 − 2304q8q21 − 1152q9q20 +
4032q10q19 + 6912q11q18 + 7488q12q17 + 6912q13q16 + 4032q14q15 − 1152q0q30 − 21090816q2q28 −
21090816q3q27 − 21090816q4q26 − 2304q5q25 − 4608q6q24 − 1152q7q23 − 1152q8q22 − 2304q9q21 −
1152q10q20 + 6912q11q19 + 6912q12q18 + 6912q13q17 + 6912q14q16 − 1152q0q31 − 2304q1q30 −
6912q4q27−2304q5q26−3456q6q25−4608q7q24−2304q8q23−2304q9q22−1152q10q21−2304q11q20+
6912q12q19 + 7488q13q18 + 6912q14q17 + 10545408q15q16 − 1152q0q32 − 1152q1q31 − 2304q2q30 −
21090816q3q29 − 21090816q4q28 − 2304q5q27 − 4608q6q26 − 3456q7q25 − 3456q8q24 − 2304q9q23 −
1152q10q22 − 1152q11q21 − 2304q12q20 + 6912q13q19 + 6912q14q18 + 10545408q15q17 − 1152q0q33 −
2304q1q32−2304q2q31−2304q3q30−21090816q4q29−2304q5q28−4608q6q27−3456q7q26−4608q8q25−
3456q9q24 − 1152q10q23 − 2304q11q22 − 2304q12q21 − 2304q13q20 + 7488q14q19 + 10545408q15q18 +
10545408q16q17 − 2304q0q34 − 2304q1q33 − 2304q2q32 − 2304q3q31 − 1152q4q30 − 2304q5q29 −
3456q6q28−3456q7q27−3456q8q26−4608q9q25−2304q10q24−2304q11q23−2304q12q22−2304q13q21−
1152q14q20 + 10545408q15q19 + 10545408q16q18−2304q0q35−4608q1q34−1152q2q33−1152q3q32−
2304q4q31 − 21090816q5q30 − 3456q6q29 − 4608q7q28 − 4608q8q27 − 4608q9q26 − 2304q10q25 −
4608q11q24−1152q12q23−1152q13q22−2304q14q21−1152q15q20+10545408q16q19+10545408q17q18−
2304q0q36 − 3456q1q35 − 4608q2q34 − 2304q3q33 − 2304q4q32 − 21090816q5q31 − 21090816q6q30 −
4608q7q29 − 3456q8q28 − 3456q9q27 − 2304q10q26 − 3456q11q25 − 4608q12q24 − 2304q13q23 −
2304q14q22 − 1152q15q21 − 2304q16q20 + 10545408q17q19 − 2304q0q37 − 4608q1q36 − 3456q2q35 −
3456q3q34 − 2304q4q33 − 21090816q5q32 − 3456q7q30 − 4608q8q29 − 4608q9q28 − 2304q10q27 −
4608q11q26 − 3456q12q25 − 3456q13q24 − 2304q14q23 − 1152q15q22 − 1152q16q21 − 2304q17q20 +
10545408q18q19 − 2304q0q38 − 4608q1q37 − 3456q2q36 − 4608q3q35 − 3456q4q34 − 21090816q5q33 −
21090816q7q31 − 6912q8q30 − 3456q9q29 − 2304q10q28 − 4608q11q27 − 3456q12q26 − 4608q13q25 −
3456q14q24−1152q15q23−2304q16q22−2304q17q21−2304q18q20−2304q0q39−3456q1q38−3456q2q37−
3456q3q36−4608q4q35−6912q8q31−3456q9q30−2304q10q29−3456q11q28−3456q12q27−3456q13q26−
4608q14q25 − 2304q15q24 − 2304q16q23 − 2304q17q22 − 2304q18q21 − 1152q19q20 − 1152q0q40 −
3456q1q39 − 4608q2q38 − 4608q3q37 − 4608q4q36 − 21090816q6q34 − 21090816q8q32 − 3456q9q31 −
1152q10q30 − 3456q11q29 − 4608q12q28 − 4608q13q27 − 4608q14q26 − 2304q15q25 − 4608q16q24 −
1152q17q23−1152q18q22−2304q19q21−1152q0q41−2304q1q40−4608q2q39−3456q3q38−3456q4q37−
21090816q6q35−21090816q7q34−6912q9q32−1152q10q31−2304q11q30−4608q12q29−3456q13q28−
3456q14q27 − 2304q15q26 − 3456q16q25 − 4608q17q24 − 2304q18q23 − 2304q19q22 − 1152q0q42 −
1152q1q41 − 2304q2q40 − 4608q3q39 − 4608q4q38 − 21090816q6q36 − 6912q8q34 − 21090816q9q33 −
1152q10q32 − 1152q11q31 − 2304q12q30 − 4608q13q29 − 4608q14q28 − 2304q15q27 − 4608q16q26 −
3456q17q25−3456q18q24−2304q19q23−1152q0q43−2304q1q42−2304q2q41−2304q3q40−3456q4q39−
21090816q8q35 − 3456q9q34 − 1152q10q33 − 2304q11q32 − 2304q12q31 − 2304q13q30 − 3456q14q29 −
2304q15q28−4608q16q27−3456q17q26−4608q18q25−3456q19q24−2304q0q44−2304q1q43−2304q2q42−
2304q3q41 − 1152q4q40 − 21090816q7q37 − 6912q9q35 − 2304q10q34 − 2304q11q33 − 2304q12q32 −
2304q13q31 − 1152q14q30 − 2304q15q29 − 3456q16q28 − 3456q17q27 − 3456q18q26 − 4608q19q25 −
2304q0q45 − 4608q1q44 − 1152q2q43 − 1152q3q42 − 2304q4q41 − 1152q5q40 − 21090816q7q38 −
21090816q8q37−21090816q9q36−2304q10q35−4608q11q34−1152q12q33−1152q13q32−2304q14q31−
1152q15q30−3456q16q29−4608q17q28−4608q18q27−4608q19q26−2304q0q46−3456q1q45−4608q2q44−
2304q3q43−2304q4q42−1152q5q41−2304q6q40−6912q9q37−2304q10q36−3456q11q35−4608q12q34−
2304q13q33 − 2304q14q32 − 1152q15q31 − 2304q16q30 − 4608q17q29 − 3456q18q28 − 3456q19q27 −
2304q0q47−4608q1q46−3456q2q45−3456q3q44−2304q4q43−1152q5q42−1152q6q41−2304q7q40−
21090816q8q39−21090816q9q38−2304q10q37−4608q11q36−3456q12q35−3456q13q34−2304q14q33−
1152q15q32 − 1152q16q31 − 2304q17q30 − 4608q18q29 − 4608q19q28 + 6912q20q27 − 2304q0q48 −
4608q1q47−3456q2q46−4608q3q45−3456q4q44−1152q5q43−2304q6q42−2304q7q41−2304q8q40−
21090816q9q39 − 2304q10q38 − 4608q11q37 − 3456q12q36 − 4608q13q35 − 3456q14q34 − 1152q15q33 −
2304q16q32−2304q17q31−2304q18q30−3456q19q29−2304q0q49−3456q1q48−3456q2q47−3456q3q46−
4608q4q45−2304q5q44−2304q6q43−2304q7q42−2304q8q41−1152q9q40−2304q10q39−3456q11q38−
3456q12q37 − 3456q13q36 − 4608q14q35 − 2304q15q34 − 2304q16q33 − 2304q17q32 − 2304q18q31 −
1152q19q30+6912q20q29−1152q0q50−3456q1q49−4608q2q48−4608q3q47−4608q4q46−2304q5q45−
4608q6q44 − 1152q7q43 − 1152q8q42 − 2304q9q41 − 21090816q10q40 − 3456q11q39 − 4608q12q38 −
4608q13q37 − 4608q14q36 − 2304q15q35 − 4608q16q34 − 1152q17q33 − 1152q18q32 − 2304q19q31 +
2304q20q30+6912q21q29−1152q0q51−2304q1q50−4608q2q49−3456q3q48−3456q4q47−2304q5q46−
3456q6q45−4608q7q44−2304q8q43−2304q9q42−21090816q10q41−21090816q11q40−4608q12q39−
3456q13q38 − 3456q14q37 − 2304q15q36 − 3456q16q35 − 4608q17q34 − 2304q18q33 − 2304q19q32 −
1152q0q52−1152q1q51−2304q2q50−4608q3q49−4608q4q48−2304q5q47−4608q6q46−3456q7q45−
3456q8q44 − 2304q9q43 − 21090816q10q42 − 3456q12q40 − 4608q13q39 − 4608q14q38 − 2304q15q37 −
4608q16q36 − 3456q17q35 − 3456q18q34 − 2304q19q33 + 2304q21q31 − 1152q0q53 − 2304q1q52 −
2304q2q51−2304q3q50−3456q4q49−2304q5q48−4608q6q47−3456q7q46−4608q8q45−3456q9q44−
21090816q10q43−21090816q12q41−6912q13q40−3456q14q39−2304q15q38−4608q16q37−3456q17q36−
4608q18q35−3456q19q34+6912q24q29−2304q0q54−2304q1q53−2304q2q52−2304q3q51−1152q4q50−
2304q5q49−3456q6q48−3456q7q47−3456q8q46−4608q9q45−6912q13q41−3456q14q40−2304q15q39−
3456q16q38 − 3456q17q37 − 3456q18q36 − 4608q19q35 + 2304q20q34 + 2304q22q32 + 2304q24q30 −
2304q0q55−4608q1q54−1152q2q53−1152q3q52−2304q4q51−1152q5q50−3456q6q49−4608q7q48−
4608q8q47−4608q9q46−21090816q11q44−21090816q13q42−3456q14q41−1152q15q40−3456q16q39−
4608q17q38−4608q18q37−4608q19q36−2304q0q56−3456q1q55−4608q2q54−2304q3q53−2304q4q52−
1152q5q51− 2304q6q50− 4608q7q49− 3456q8q48− 3456q9q47− 21090816q11q45− 21090816q12q44−
6912q14q42 − 1152q15q41 − 2304q16q40 − 4608q17q39 − 3456q18q38 − 3456q19q37 + 2304q21q35 +
2304q22q34+2304q23q33+2304q24q32+2304q25q31−2304q0q57−4608q1q56−3456q2q55−3456q3q54−
2304q4q53 − 1152q5q52 − 1152q6q51 − 2304q7q50 − 4608q8q49 − 4608q9q48 − 21090816q11q46 −
6912q13q44− 21090816q14q43− 1152q15q42− 1152q16q41− 2304q17q40− 4608q18q39− 4608q19q38 +
2304q20q37+2304q27q30−2304q0q58−4608q1q57−3456q2q56−4608q3q55−3456q4q54−1152q5q53−
2304q6q52 − 2304q7q51 − 2304q8q50 − 3456q9q49 − 21090816q13q45 − 3456q14q44 − 1152q15q43 −
2304q16q42 − 2304q17q41 − 2304q18q40 − 3456q19q39 + 2304q22q36 + 2304q23q35 + 4608q24q34 +
2304q25q33+2304q26q32−2304q0q59−3456q1q58−3456q2q57−3456q3q56−4608q4q55−2304q5q54−
2304q6q53 − 2304q7q52 − 2304q8q51 − 1152q9q50 − 21090816q12q47 − 6912q14q45 − 2304q15q44 −
2304q16q43 − 2304q17q42 − 2304q18q41 − 1152q19q40 + 2304q20q39 + 2304q21q38 + 2304q23q36 +
2304q26q33+2304q28q31+2304q29q30−3456q1q59−4608q2q58−4608q3q57−4608q4q56−2304q5q55−
4608q6q54−1152q7q53−1152q8q52−2304q9q51−1152q10q50−21090816q12q48−21090816q13q47−
21090816q14q46− 2304q15q45− 4608q16q44− 1152q17q43− 1152q18q42− 2304q19q41 + 2304q20q40 +
2304q21q39 + 2304q22q38 + 2304q23q37 + 2304q24q36 + 4608q25q35 + 2304q26q34 + 2304q27q33 +
2304q28q32+2304q29q31−4608q2q59−3456q3q58−3456q4q57−2304q5q56−3456q6q55−4608q7q54−
2304q8q53 − 2304q9q52 − 1152q10q51 − 2304q11q50 − 6912q14q47 − 2304q15q46 − 3456q16q45 −
4608q17q44 − 2304q18q43 − 2304q19q42 + 2304q24q37 + 2304q25q36 + 2304q26q35 + 2304q27q34 −
4608q3q59−4608q4q58−2304q5q57−4608q6q56−3456q7q55−3456q8q54−2304q9q53−1152q10q52−
1152q11q51−2304q12q50−21090816q13q49−21090816q14q48−2304q15q47−4608q16q46−3456q17q45−
3456q18q44 − 2304q19q43 + 2304q21q41 + 2304q24q38 + 2304q25q37 + 4608q26q36 + 2304q27q35 +
2304q28q34−3456q4q59−2304q5q58−4608q6q57−3456q7q56−4608q8q55−3456q9q54−1152q10q53−
2304q11q52− 2304q12q51− 2304q13q50− 21090816q14q49− 2304q15q48− 4608q16q47− 3456q17q46−
4608q18q45 − 3456q19q44 + 2304q24q39 + 2304q25q38 + 2304q26q37 + 2304q27q36 + 2304q28q35 +
2304q29q34−2304q5q59−3456q6q58−3456q7q57−3456q8q56−4608q9q55−2304q10q54−2304q11q53−
2304q12q52 − 2304q13q51 − 1152q14q50 − 2304q15q49 − 3456q16q48 − 3456q17q47 − 3456q18q46 −
4608q19q45 + 2304q20q44 + 2304q22q42 + 2304q24q40 + 2304q25q39 + 2304q26q38 + 4608q27q37 +
2304q28q36+2304q29q35−3456q6q59−4608q7q58−4608q8q57−4608q9q56−2304q10q55−4608q11q54−
1152q12q53− 1152q13q52− 2304q14q51− 21090816q15q50− 3456q16q49− 4608q17q48− 4608q18q47−
4608q19q46−4608q7q59−3456q8q58−3456q9q57−2304q10q56−3456q11q55−4608q12q54−2304q13q53−
2304q14q52−21090816q15q51−21090816q16q50−4608q17q49−3456q18q48−3456q19q47+2304q21q45+
2304q22q44 + 2304q23q43 + 2304q24q42 + 2304q25q41 + 2304q27q39 + 4608q28q38 + 2304q29q37 −
4608q8q59 − 4608q9q58 − 2304q10q57 − 4608q11q56 − 3456q12q55 − 3456q13q54 − 2304q14q53 −
21090816q15q52− 3456q17q50− 4608q18q49− 4608q19q48 + 2304q20q47 + 2304q27q40 + 2304q28q39 +
2304q29q38 + 6912q30q37 − 3456q9q59 − 2304q10q58 − 4608q11q57 − 3456q12q56 − 4608q13q55 −
3456q14q54−21090816q15q53−21090816q17q51−6912q18q50−3456q19q49+2304q22q46+2304q23q45+
4608q24q44 + 2304q25q43 + 2304q26q42 + 4608q29q39 − 2304q10q59 − 3456q11q58 − 3456q12q57 −
3456q13q56 − 4608q14q55 − 6912q18q51 − 3456q19q50 + 2304q20q49 + 2304q21q48 + 2304q23q46 +
2304q26q43 + 2304q28q41 + 2304q29q40 + 6912q30q39 − 3456q11q59 − 4608q12q58 − 4608q13q57 −
4608q14q56−21090816q16q54−21090816q18q52−3456q19q51+2304q20q50+2304q21q49+2304q22q48+
2304q23q47 + 2304q24q46 + 4608q25q45 + 2304q26q44 + 2304q27q43 + 2304q28q42 + 2304q29q41 +
2304q30q40+6912q31q39−4608q12q59−3456q13q58−3456q14q57−21090816q16q55−21090816q17q54−
6912q19q52 + 2304q24q47 + 2304q25q46 + 2304q26q45 + 2304q27q44 − 4608q13q59 − 4608q14q58 −
21090816q16q56−6912q18q54−21090816q19q53+2304q21q51+2304q24q48+2304q25q47+4608q26q46+
2304q27q45 + 2304q28q44 + 2304q31q41− 3456q14q59− 21090816q18q55− 3456q19q54 + 2304q24q49 +
2304q25q48 + 2304q26q47 + 2304q27q46 + 2304q28q45 + 2304q29q44 + 6912q34q39− 21090816q17q57−
6912q19q55 + 2304q20q54 + 2304q22q52 + 2304q24q50 + 2304q25q49 + 2304q26q48 + 4608q27q47 +
2304q28q46+2304q29q45+2304q30q44+2304q32q42+2304q34q40−21090816q17q58−21090816q18q57−
21090816q19q56− 6912q19q57 + 2304q21q55 + 2304q22q54 + 2304q23q53 + 2304q24q52 + 2304q25q51 +
2304q27q49 + 4608q28q48 + 2304q29q47 + 2304q31q45 + 2304q32q44 + 2304q33q43 + 2304q34q42 +
2304q35q41−21090816q18q59−21090816q19q58+2304q20q57+2304q27q50+2304q28q49+2304q29q48+
2304q30q47 + 2304q37q40− 21090816q19q59 + 2304q22q56 + 2304q23q55 + 4608q24q54 + 2304q25q53 +
2304q26q52 + 4608q29q49 + 2304q32q46 + 2304q33q45 + 4608q34q44 + 2304q35q43 + 2304q36q42 +
2304q20q59 + 2304q21q58 + 2304q23q56 + 2304q26q53 + 2304q28q51 + 2304q29q50 + 2304q30q49 +
2304q31q48 + 2304q33q46 + 2304q36q43 + 2304q38q41 + 2304q39q40 + 2304q21q59 + 2304q22q58 +
2304q23q57 + 2304q24q56 + 4608q25q55 + 2304q26q54 + 2304q27q53 + 2304q28q52 + 2304q29q51 +
2304q30q50 + 2304q31q49 + 2304q32q48 + 2304q33q47 + 2304q34q46 + 4608q35q45 + 2304q36q44 +
2304q37q43 + 2304q38q42 + 2304q39q41 + 2304q24q57 + 2304q25q56 + 2304q26q55 + 2304q27q54 +
2304q34q47 + 2304q35q46 + 2304q36q45 + 2304q37q44 + 2304q24q58 + 2304q25q57 + 4608q26q56 +
2304q27q55 + 2304q28q54 + 2304q31q51 + 2304q34q48 + 2304q35q47 + 4608q36q46 + 2304q37q45 +
2304q38q44 + 2304q24q59 + 2304q25q58 + 2304q26q57 + 2304q27q56 + 2304q28q55 + 2304q29q54 +
2304q34q49 + 2304q35q48 + 2304q36q47 + 2304q37q46 + 2304q38q45 + 2304q39q44 + 2304q25q59 +
2304q26q58 + 4608q27q57 + 2304q28q56 + 2304q29q55 + 2304q30q54 + 2304q32q52 + 2304q34q50 +
2304q35q49 + 2304q36q48 + 4608q37q47 + 2304q38q46 + 2304q39q45 + 2304q27q59 + 4608q28q58 +
2304q29q57 + 2304q31q55 + 2304q32q54 + 2304q33q53 + 2304q34q52 + 2304q35q51 + 2304q37q49 +
4608q38q48 + 2304q39q47 + 2304q28q59 + 2304q29q58 + 2304q30q57 + 2304q37q50 + 2304q38q49 +
2304q39q48 + 6912q40q47 + 4608q29q59 + 2304q32q56 + 2304q33q55 + 4608q34q54 + 2304q35q53 +
2304q36q52 + 4608q39q49 + 2304q30q59 + 2304q31q58 + 2304q33q56 + 2304q36q53 + 2304q38q51 +
2304q39q50 + 6912q40q49 + 2304q31q59 + 2304q32q58 + 2304q33q57 + 2304q34q56 + 4608q35q55 +
2304q36q54 + 2304q37q53 + 2304q38q52 + 2304q39q51 + 2304q40q50 + 6912q41q49 + 2304q34q57 +
2304q35q56 + 2304q36q55 + 2304q37q54 + 2304q34q58 + 2304q35q57 + 4608q36q56 + 2304q37q55 +
2304q38q54 + 2304q41q51 + 2304q34q59 + 2304q35q58 + 2304q36q57 + 2304q37q56 + 2304q38q55 +
2304q39q54 + 6912q44q49 + 2304q35q59 + 2304q36q58 + 4608q37q57 + 2304q38q56 + 2304q39q55 +
2304q40q54 + 2304q42q52 + 2304q44q50 + 2304q37q59 + 4608q38q58 + 2304q39q57 + 2304q41q55 +
2304q42q54 + 2304q43q53 + 2304q44q52 + 2304q45q51 + 2304q38q59 + 2304q39q58 + 2304q40q57 +
2304q47q50 + 4608q39q59 + 2304q42q56 + 2304q43q55 + 4608q44q54 + 2304q45q53 + 2304q46q52 +
2304q40q59 + 2304q41q58 + 2304q43q56 + 2304q46q53 + 2304q48q51 + 2304q49q50 + 2304q41q59 +
2304q42q58 + 2304q43q57 + 2304q44q56 + 4608q45q55 + 2304q46q54 + 2304q47q53 + 2304q48q52 +
2304q49q51 + 2304q44q57 + 2304q45q56 + 2304q46q55 + 2304q47q54 + 2304q44q58 + 2304q45q57 +
4608q46q56 + 2304q47q55 + 2304q48q54 + 2304q44q59 + 2304q45q58 + 2304q46q57 + 2304q47q56 +
2304q48q55 + 2304q49q54 + 2304q45q59 + 2304q46q58 + 4608q47q57 + 2304q48q56 + 2304q49q55 +
2304q47q59 + 4608q48q58 + 2304q49q57 + 2304q48q59 + 2304q49q58 + 6912q50q57 + 4608q49q59 +
6912q50q59 + 6912q51q59 + 6912q54q59 + 93312
A complete expression of E2(s) for 36-order Williamson based method or 108-order
Baumert-Hall based method
E2(s) = 10555200s0 + 10561680s1 + 10562544s2 + 10566864s3 + 10569456s4 + 10555200s5 +
10561680s6+10562544s7+10566864s8+10569456s9+10555200s10+10561680s11+10562544s12+
10566864s13 + 10569456s14 + 10555200s15 + 10561680s16 + 10562544s17 + 10566864s18 +
10569456s19− 5278752s20− 5277888s21− 5277600s22− 5278752s23− 5282208s24− 5281920s25−
5283072s26 − 5283648s27 − 5283072s28 − 5288832s29 − 5278752s30 − 5277888s31 − 5277600s32 −
5278752s33 − 5282208s34 − 5281920s35 − 5283072s36 − 5283648s37 − 5283072s38 − 5288832s39 −
5278752s40 − 5277888s41 − 5277600s42 − 5278752s43 − 5282208s44 − 5281920s45 − 5283072s46 −
5283648s47 − 5283072s48 − 5288832s49 − 5278752s50 − 5277888s51 − 5277600s52 − 5278752s53 −
5282208s54− 5281920s55− 5283072s56− 5283648s57− 5283072s58− 5288832s59 + 2636352s0s1 +
2636352s0s2+2636352s0s3+2636352s1s2+2636352s0s4+2636352s1s3+576s0s5+2636352s1s4+
2636352s2s3+1008s0s6+1008s1s5+2636352s2s4+1008s0s7+1872s1s6+1008s2s5+2636352s3s4+
1008s0s8 + 1728s1s7 + 1728s2s6 + 1008s3s5 + 1008s0s9 + 1728s1s8 + 1872s2s7 + 1728s3s6 +
1008s4s5 + 576s0s10 + 1728s1s9 + 1728s2s8 + 1728s3s7 + 1728s4s6 + 1008s0s11 + 1008s1s10 +
1728s2s9 + 1872s3s8 + 1728s4s7 + 2636352s5s6 + 1008s0s12 + 1872s1s11 + 1008s2s10 + 1728s3s9 +
1728s4s8+2636352s5s7+1008s0s13+1728s1s12+1728s2s11+1008s3s10+1872s4s9+2636352s5s8+
2636352s6s7 + 1008s0s14 + 1728s1s13 + 1872s2s12 + 1728s3s11 + 1008s4s10 + 2636352s5s9 +
2636352s6s8+576s0s15+1728s1s14+1728s2s13+1728s3s12+1728s4s11+576s5s10+2636352s6s9+
2636352s7s8+1008s0s16+1008s1s15+1728s2s14+1872s3s13+1728s4s12+1008s5s11+1008s6s10+
2636352s7s9+1008s0s17+1872s1s16+1008s2s15+1728s3s14+1728s4s13+1008s5s12+1872s6s11+
1008s7s10+2636352s8s9+1008s0s18+1728s1s17+1728s2s16+1008s3s15+1872s4s14+1008s5s13+
1728s6s12 +1728s7s11 +1008s8s10 +1008s0s19 +1728s1s18 +1872s2s17 +1728s3s16 +1008s4s15 +
1008s5s14+1728s6s13+1872s7s12+1728s8s11+1008s9s10−5272704s0s20+1728s1s19+1728s2s18+
1728s3s17+1728s4s16+576s5s15+1728s6s14+1728s7s13+1728s8s12+1728s9s11−5272704s0s21−
5272704s1s20 + 1728s2s19 + 1872s3s18 + 1728s4s17 + 1008s5s16 + 1008s6s15 + 1728s7s14 +
1872s8s13 + 1728s9s12 + 2636352s10s11 − 5272704s0s22 − 864s2s20 + 1728s3s19 + 1728s4s18 +
1008s5s17 + 1872s6s16 + 1008s7s15 + 1728s8s14 + 1728s9s13 + 2636352s10s12 − 5272704s0s23 −
5272704s2s21 − 1728s3s20 + 1872s4s19 + 1008s5s18 + 1728s6s17 + 1728s7s16 + 1008s8s15 +
1872s9s14 + 2636352s10s13 + 2636352s11s12 − 1728s3s21 − 864s4s20 + 1008s5s19 + 1728s6s18 +
1872s7s17+1728s8s16+1008s9s15+2636352s10s14+2636352s11s13−5272704s1s24−5272704s3s22−
864s4s21−288s5s20+1728s6s19+1728s7s18+1728s8s17+1728s9s16+576s10s15+2636352s11s14+
2636352s12s13 − 5272704s1s25 − 5272704s2s24 − 1728s4s22 − 288s5s21 − 576s6s20 + 1728s7s19 +
1872s8s18 + 1728s9s17 + 1008s10s16 + 1008s11s15 + 2636352s12s14 − 5272704s1s26 − 1728s3s24 −
5272704s4s23−288s5s22−288s6s21−576s7s20+1728s8s19+1728s9s18+1008s10s17+1872s11s16+
1008s12s15+2636352s13s14−5272704s3s25−864s4s24−288s5s23−576s6s22−576s7s21−576s8s20+
1872s9s19 + 1008s10s18 + 1728s11s17 + 1728s12s16 + 1008s13s15 − 5272704s2s27 − 1728s4s25 −
576s5s24 − 576s6s23 − 576s7s22 − 576s8s21 − 288s9s20 + 1008s10s19 + 1728s11s18 + 1872s12s17 +
1728s13s16 + 1008s14s15 − 288s0s30 − 5272704s2s28 − 5272704s3s27 − 5272704s4s26 − 576s5s25 −
1152s6s24− 288s7s23− 288s8s22− 576s9s21− 288s10s20 + 1728s11s19 + 1728s12s18 + 1728s13s17 +
1728s14s16 − 288s0s31 − 576s1s30 − 1728s4s27 − 576s5s26 − 864s6s25 − 1152s7s24 − 576s8s23 −
576s9s22 − 288s10s21 − 576s11s20 + 1728s12s19 + 1872s13s18 + 1728s14s17 + 2636352s15s16 −
288s0s32−288s1s31−576s2s30−5272704s3s29−5272704s4s28−576s5s27−1152s6s26−864s7s25−
864s8s24−576s9s23−288s10s22−288s11s21−576s12s20+1728s13s19+1728s14s18+2636352s15s17−
288s0s33 − 576s1s32 − 576s2s31 − 576s3s30 − 5272704s4s29 − 576s5s28 − 1152s6s27 − 864s7s26 −
1152s8s25−864s9s24−288s10s23−576s11s22−576s12s21−576s13s20+1872s14s19+2636352s15s18+
2636352s16s17 − 576s0s34 − 576s1s33 − 576s2s32 − 576s3s31 − 288s4s30 − 576s5s29 − 864s6s28 −
864s7s27 − 864s8s26 − 1152s9s25 − 576s10s24 − 576s11s23 − 576s12s22 − 576s13s21 − 288s14s20 +
2636352s15s19 + 2636352s16s18 − 576s0s35 − 1152s1s34 − 288s2s33 − 288s3s32 − 576s4s31 −
5272704s5s30−864s6s29−1152s7s28−1152s8s27−1152s9s26−576s10s25−1152s11s24−288s12s23−
288s13s22 − 576s14s21 − 288s15s20 + 2636352s16s19 + 2636352s17s18 − 576s0s36 − 864s1s35 −
1152s2s34−576s3s33−576s4s32−5272704s5s31−5272704s6s30−1152s7s29−864s8s28−864s9s27−
576s10s26−864s11s25−1152s12s24−576s13s23−576s14s22−288s15s21−576s16s20+2636352s17s19−
576s0s37− 1152s1s36− 864s2s35− 864s3s34− 576s4s33− 5272704s5s32− 864s7s30− 1152s8s29−
1152s9s28−576s10s27−1152s11s26−864s12s25−864s13s24−576s14s23−288s15s22−288s16s21−
576s17s20+2636352s18s19−576s0s38−1152s1s37−864s2s36−1152s3s35−864s4s34−5272704s5s33−
5272704s7s31 − 1728s8s30 − 864s9s29 − 576s10s28 − 1152s11s27 − 864s12s26 − 1152s13s25 −
864s14s24 − 288s15s23 − 576s16s22 − 576s17s21 − 576s18s20 − 576s0s39 − 864s1s38 − 864s2s37 −
864s3s36 − 1152s4s35 − 1728s8s31 − 864s9s30 − 576s10s29 − 864s11s28 − 864s12s27 − 864s13s26 −
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A complete expression of Hˆ2 (σˆ
z) for 36-order Williamson based method or 108-order
Baumert-Hall based method
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3.2. Complete Expression in the Turyn Method
A complete expression of Ek(s) in 68-order H matrix using Turyn based method.
Ek(s) = 2s0 + 2s1 − 4s2 + 4s3 − 4s4 + 8s5 + 8s6 + 8s7 + 8s8 + 8s10 + 8s12 + 4s0s2 + 6s0s3 +
4s1s2 − 6s0s4 − 2s1s3 + 4s0s5 + 2s1s4 − 2s2s3 + 4s0s6 + 4s1s5 + 2s2s4 + 4s0s7 + 4s1s6 − 8s3s4 +
4s0s8 + 4s1s7 + 4s0s9 + 4s1s8 + 8s0s10 + 4s1s9 − 4s0s11 + 8s2s9 + 4s1s11 + 8s5s7 + 4s3s10 +
16s5s8 + 16s6s7 − 8s2s12 − 4s3s11 − 4s4s10 + 8s5s9 + 8s6s8 + 4s4s11 + 8s6s10 + 8s5s12 + 8s6s11 +
8s7s10 + 8s8s9 + 8s7s11 + 8s8s12 + 8s9s11 + 8s10s12 + 4s0s1s2 − 2s0s2s3 + 4s0s1s5 + 2s0s2s4 +
2s1s2s3+2s0s3s4−2s1s2s4+2s1s3s4+4s0s1s8+8s2s3s4+4s0s1s9+4s2s3s5+4s0s5s6−4s2s3s6−
4s2s4s5+8s0s5s7+4s1s5s6−4s2s3s7+4s2s4s6+4s3s4s5−4s0s5s8+4s0s6s7+4s2s3s8+4s2s4s7+
8s2s5s6+8s0s6s8+4s1s5s8+4s1s6s7+4s2s3s9−4s2s4s8+4s0s7s8−4s2s3s10−4s2s4s9+8s2s6s7+
4s3s4s8+4s3s5s7+4s1s7s8+4s2s4s10+4s3s4s9−4s3s5s8−4s4s5s7+8s2s7s8+4s3s6s8+4s4s5s8−
4s4s6s8 + 16s5s6s7 + 4s0s9s10 + 16s5s6s8 + 8s0s9s11 + 4s1s9s10 + 8s5s6s9 + 16s5s7s8− 4s0s9s12 +
4s0s10s11+8s2s9s10+16s6s7s8+8s0s10s12+4s1s9s12+4s1s10s11+8s5s7s10+8s6s7s9+4s0s11s12+
8s2s10s11+4s3s9s11+4s1s11s12−4s3s9s12−4s4s9s11+8s5s8s11+8s5s9s10+8s6s8s10+8s7s8s9+
8s2s11s12+4s3s10s12+4s4s9s12−4s4s10s12+8s5s10s11+8s6s9s11+8s6s9s12+8s7s9s11+8s8s9s10+
8s5s11s12 + 8s6s10s12 + 8s7s9s12 + 8s7s10s12 + 8s8s10s11 + 16s9s10s11 + 8s8s11s12 + 16s9s11s12 +
2s0s1s2s3− 2s0s1s2s4 + 2s0s1s3s4 + 4s0s1s5s6 + 4s0s1s6s7 + 4s0s1s7s8 + 4s2s3s5s6− 4s2s3s5s7−
4s2s4s5s6 + 4s2s3s6s7 + 4s2s4s5s7 + 4s3s4s5s6−4s2s3s6s8−4s2s4s6s7 + 4s0s1s9s10 + 4s2s3s7s8 +
4s2s4s6s8+4s3s4s6s7−4s2s4s7s8+4s0s1s10s11+4s3s4s7s8+4s0s1s11s12+4s2s3s9s10−4s2s3s9s11−
4s2s4s9s10 + 4s2s3s10s11 + 4s2s4s9s11 + 4s3s4s9s10 + 16s5s6s7s8 − 4s2s3s10s12 − 4s2s4s10s11 +
4s2s3s11s12 + 4s2s4s10s12 + 4s3s4s10s11− 4s2s4s11s12 + 4s3s4s11s12 + 8s5s6s9s10 + 8s5s6s10s11 +
8s5s7s9s11 + 8s6s7s9s10 + 8s5s6s11s12 + 8s5s7s10s12 + 8s5s8s9s12 + 8s6s7s10s11 + 8s6s8s9s11 +
8s7s8s9s10 + 8s6s7s11s12 + 8s6s8s10s12 + 8s7s8s10s11 + 8s7s8s11s12 + 16s9s10s11s12 + 122
A complete expression of Ek(q) in 68-order H matrix using Turyn based method.
Ek(q) = 168q0q1 − 212q1 − 128q2 − 132q3 − 36q4 − 512q5 − 576q6 − 576q7 − 512q8 − 496q9 −
512q10 − 496q11 − 368q12 − 244q0 + 32q0q2 + 40q0q3 + 32q1q2 − 8q0q4 + 24q1q3 + 80q0q5 + 8q1q4 +
64q2q3 + 112q0q6 + 80q1q5 + 112q0q7 + 80q1q6 + 32q2q5 + 168q3q4 + 80q0q8 + 80q1q7 + 64q2q6 +
48q3q5 + 80q0q9 + 80q1q8 + 64q2q7 + 48q3q6 + 16q4q5 + 128q0q10 + 80q1q9 + 32q2q8 + 48q3q7 +
16q4q6 + 80q0q11 + 64q1q10 + 64q2q9 + 48q3q8 + 16q4q7 + 416q5q6 + 48q0q12 + 80q1q11 + 64q2q10 +
48q3q9 + 16q4q8 + 352q5q7 + 48q1q12 + 64q2q11 + 64q3q10 + 16q4q9 + 320q5q8 + 480q6q7 + 48q3q11 +
192q5q9 + 352q6q8 + 16q3q12 + 16q4q11 + 192q5q10 + 224q6q9 + 416q7q8 + 16q4q12 + 192q5q11 +
256q6q10 + 224q7q9 + 160q5q12 + 224q6q11 + 256q7q10 + 192q8q9 + 160q6q12 + 224q7q11 + 192q8q10 +
160q7q12 + 192q8q11 + 384q9q10 + 160q8q12 + 384q9q11 + 224q9q12 + 384q10q11 + 256q10q12 +
384q11q12−32q0q1q2−32q0q1q3−64q0q1q5−32q1q2q3−64q0q1q6−32q0q3q4+32q1q2q4−64q0q1q7−
32q1q3q4−64q0q1q8−64q2q3q4−64q0q1q9−32q2q3q5−64q0q1q10−64q0q5q6+32q2q4q5−64q0q1q11−
64q0q5q7−64q1q5q6−64q3q4q5−32q0q1q12+32q0q5q8−64q0q6q7−32q2q3q8−64q2q5q6−64q3q4q6−
64q0q6q8−32q1q5q8−64q1q6q7−32q2q3q9+32q2q4q8−64q3q4q7−64q3q5q6−64q0q7q8+32q2q4q9−
64q2q6q7−64q3q4q8−64q1q7q8−32q2q3q11−64q3q4q9+32q3q5q8−64q3q6q7+32q2q4q11−64q2q7q8−
64q3q4q10 − 32q4q5q8 − 64q3q4q11 − 64q3q7q8 − 256q5q6q7 − 64q0q9q10 − 32q3q4q12 − 256q5q6q8 −
64q0q9q11−64q1q9q10−128q5q6q9−256q5q7q8 +32q0q9q12−64q0q10q11−64q2q9q10−128q5q6q10−
64q5q7q9−256q6q7q8−64q0q10q12−32q1q9q12−64q1q10q11−64q3q9q10−128q5q6q11−128q5q7q10−
64q5q8q9− 128q6q7q9− 64q0q11q12− 64q2q10q11− 64q5q6q12− 64q5q7q11− 128q6q7q10− 64q6q8q9−
64q1q11q12+32q3q9q12−64q3q10q11−64q5q7q12−64q5q8q11−128q5q9q10−128q6q7q11−128q6q8q10−
128q7q8q9−64q2q11q12−32q4q9q12−64q5q8q12−64q5q9q11−64q6q7q12−64q6q8q11−128q6q9q10−
128q7q8q10 − 64q3q11q12 − 64q5q9q12 − 128q5q10q11 − 64q6q8q12 − 128q6q9q11 − 128q7q8q11 −
128q7q9q10 − 64q5q10q12 − 64q6q9q12 − 128q6q10q11 − 64q7q8q12 − 128q7q9q11 − 128q8q9q10 −
128q5q11q12 − 128q6q10q12 − 64q7q9q12 − 128q7q10q11 − 64q8q9q11 − 128q6q11q12 − 128q7q10q12 −
64q8q9q12 − 128q8q10q11 − 128q7q11q12 − 64q8q10q12 − 256q9q10q11 − 128q8q11q12 − 128q9q10q12 −
256q9q11q12 − 128q10q11q12 + 32q0q1q2q3 − 32q0q1q2q4 + 32q0q1q3q4 + 64q0q1q5q6 + 64q0q1q6q7 +
64q0q1q7q8 + 64q2q3q5q6 − 64q2q3q5q7 − 64q2q4q5q6 + 64q2q3q6q7 + 64q2q4q5q7 + 64q3q4q5q6 −
64q2q3q6q8 − 64q2q4q6q7 + 64q0q1q9q10 + 64q2q3q7q8 + 64q2q4q6q8 + 64q3q4q6q7 − 64q2q4q7q8 +
64q0q1q10q11+64q3q4q7q8+64q0q1q11q12+64q2q3q9q10−64q2q3q9q11−64q2q4q9q10+64q2q3q10q11+
64q2q4q9q11+64q3q4q9q10+256q5q6q7q8−64q2q3q10q12−64q2q4q10q11+64q2q3q11q12+64q2q4q10q12+
64q3q4q10q11 − 64q2q4q11q12 + 64q3q4q11q12 + 128q5q6q9q10 + 128q5q6q10q11 + 128q5q7q9q11 +
128q6q7q9q10 + 128q5q6q11q12 + 128q5q7q10q12 + 128q5q8q9q12 + 128q6q7q10q11 + 128q6q8q9q11 +
128q7q8q9q10+128q6q7q11q12+128q6q8q10q12+128q7q8q10q11+128q7q8q11q12+256q9q10q11q12+948
A complete expression of E2(q) in 68-order H matrix using Turyn based method, using
δ = 61, 032.
E2(q) = 183264q13 − 212q1 − 128q2 − 132q3 − 36q4 − 512q5 − 576q6 − 576q7 − 512q8 −
496q9 − 512q10 − 496q11 − 368q12 − 244q0 + 183136q14 + 183176q15 + 183208q16 + 183208q17 +
183176q18+183224q19+183176q20+183128q21+183120q22+183176q23+183176q24+183176q25+
183176q26+183160q27+183176q28+183160q29+183096q30+183128q31+183160q32+183160q33+
183160q34+183160q35+183160q36+183264q37+183144q38+183144q39+183144q40+183144q41+
183160q42+183144q43+183112q44+183112q45+183512q46+183448q47+183416q48+183288q49+
183288q50+183288q51+183576q52+183448q53+183320q54+183352q55+183320q56+183512q57+
183320q58+183352q59+183320q60+183288q61+183288q62+183288q63+183480q64+183480q65+
183320q66 + 183480q67 + 183352q68 + 183480q69 + 61032q0q1 + 32q0q2 + 61032q0q3 + 61032q1q2−
8q0q4 + 61032q1q3 + 61032q0q5 + 8q1q4 + 61032q2q3 + 61032q0q6 + 61032q1q5 + 61032q2q4 +
61032q0q7 + 61032q1q6 + 61032q2q5 + 61032q3q4 + 80q0q8 + 61032q1q7 + 61032q2q6 + 61032q3q5 +
61032q0q9 + 80q1q8 + 61032q2q7 + 61032q3q6 + 61032q4q5 + 61032q0q10 + 61032q1q9 + 32q2q8 +
61032q3q7 + 16q4q6 + 61032q0q11 + 61032q1q10 + 61032q2q9 + 48q3q8 + 16q4q7 + 61032q5q6 +
48q0q12 + 61032q1q11 + 61032q2q10 + 61032q3q9 + 16q4q8 + 61032q5q7 − 122064q0q13 + 48q1q12 +
61032q2q11 + 61032q3q10 + 61032q4q9 + 61032q5q8 + 61032q6q7 − 122064q0q14 − 122064q1q13 +
61032q3q11 + 61032q5q9 + 61032q6q8 − 122064q0q15 − 32q2q13 + 16q3q12 + 16q4q11 + 61032q5q10 +
61032q6q9 +61032q7q8−122064q0q16−32q3q13 +16q4q12 +61032q5q11 +61032q6q10 +61032q7q9−
122064q0q17 − 122064q3q14 + 160q5q12 + 61032q6q11 + 61032q7q10 + 61032q8q9 − 122064q0q18 −
32q4q14 − 64q5q13 + 160q6q12 + 61032q7q11 + 61032q8q10 − 122064q0q19 − 64q6q13 + 160q7q12 +
61032q8q11+61032q9q10−122064q0q20−122064q5q15−64q7q13+160q8q12+61032q9q11−64q6q15−
64q8q13+61032q9q12+61032q10q11−122064q1q21−122064q6q16−64q7q15−64q9q13+61032q10q12−
122064q1q22−122064q2q21−64q7q16 +32q8q15−64q10q13 +61032q11q12−122064q1q23−32q3q21−
122064q7q17 − 64q8q16 − 64q11q13 − 122064q1q24 − 122064q3q22 + 32q4q21 − 64q8q17 − 32q12q13 −
122064q1q25 − 32q4q22 − 122064q1q26 − 122064q9q18 − 122064q1q27 − 122064q5q23 − 64q10q18 −
122064q1q28−64q6q23−122064q10q19−64q11q18−122064q6q24−64q11q19+32q12q18−122064q2q29−
64q7q24 − 32q8q23 − 122064q11q20 − 64q12q19 − 122064q2q30 − 122064q3q29 − 122064q7q25 −
64q12q20−122064q2q31−64q4q29−64q8q25−122064q2q32−122064q4q30−32q5q29−122064q2q33 +
32q5q30−122064q9q26−122064q2q34−122064q5q31−64q10q26−122064q2q35−64q6q31−32q8q29−
122064q10q27 − 122064q2q36 − 122064q6q32 + 32q8q30 − 32q9q29 − 64q11q27 − 32q12q26 − 64q7q32 +
32q9q30 − 122064q11q28 − 122064q3q37 − 122064q7q33 − 32q11q29 − 64q12q28 − 122064q3q38 −
122064q4q37−64q8q33+32q11q30−122064q3q39−64q5q37+32q13q29−122064q3q40−122064q5q38−
64q6q37 − 122064q9q34 − 32q13q30 − 122064q3q41 − 64q6q38 − 64q7q37 − 64q10q34 − 122064q3q42 −
122064q6q39 − 64q8q37 − 122064q10q35 − 122064q3q43 − 64q7q39 + 32q8q38 − 64q9q37 − 64q11q35 −
122064q7q40−64q10q37−122064q11q36−122064q4q44−64q8q40−64q11q37−64q12q36−122064q4q45−
122064q5q44 − 32q12q37 − 122064q9q41 + 32q13q37 − 122064q5q46 − 64q10q41 − 122064q5q47 −
122064q6q46−32q8q44−122064q10q42−122064q5q48−256q7q46−64q11q42+32q12q41−122064q5q49−
122064q7q47 − 256q8q46 − 122064q9q45 − 122064q11q43 − 122064q5q50 − 256q8q47 − 128q9q46 −
64q12q43 − 122064q5q51 − 122064q8q48 − 64q9q47 − 128q10q46 − 64q9q48 − 128q10q47 − 128q11q46 −
32q12q45−122064q6q52−122064q9q49−64q11q47−64q12q46−122064q6q53−122064q7q52−128q10q49−
64q11q48 − 64q12q47 + 64q13q46 − 122064q6q54 − 256q8q52 − 122064q10q50 − 64q11q49 − 64q12q48 −
122064q6q55−122064q8q53−128q9q52−128q11q50−64q12q49−122064q6q56−64q9q53−128q10q52−
122064q11q51 − 64q12q50 − 122064q9q54 − 128q10q53 − 128q11q52 − 128q12q51 − 122064q7q57 −
128q10q54−64q11q53−64q12q52−122064q7q58−122064q8q57−122064q10q55−128q11q54−64q12q53+
64q13q52−122064q7q59−128q9q57−128q11q55−64q12q54−122064q7q60−122064q9q58−128q10q57−
122064q11q56 − 128q12q55 − 128q10q58 − 128q11q57 − 128q12q56 − 122064q8q61 − 122064q10q59 −
128q11q58−64q12q57−122064q8q62−122064q9q61−128q11q59−64q12q58+64q13q57−122064q8q63−
128q10q61 − 122064q11q60 − 128q12q59 − 122064q10q62 − 64q11q61 − 128q12q60 − 122064q9q64 −
128q11q62 − 64q12q61 − 122064q9q65 − 122064q10q64 − 122064q11q63 − 64q12q62 − 122064q9q66 −
256q11q64−128q12q63+64q29q46−122064q11q65−128q12q64−64q29q47−64q30q46−122064q10q67−
256q12q65 + 64q13q64 + 64q30q47 − 122064q10q68 − 122064q11q67 − 122064q12q66 − 128q12q67 −
122064q11q69−122064q12q68+64q13q67−122064q12q69+64q29q52+64q13q69−64q29q53−64q30q52+
64q30q53 + 64q37q46 + 64q29q57− 64q30q57 + 64q37q52 + 64q29q64− 64q29q65− 64q30q64 + 64q37q57 +
64q30q65 +64q29q67−64q29q68−64q30q67 +64q29q69 +64q30q68−64q30q69 +64q37q64 +256q46q57 +
64q37q67 + 64q37q69 + 128q46q64 + 128q47q65 + 128q46q67 + 128q48q66 + 128q46q69 + 128q47q68 +
128q52q64 + 128q53q65 + 128q52q67 + 128q52q69 + 128q53q68 + 128q57q64 + 128q57q67 + 128q57q69 +
256q64q69 + 948
A complete expression of E2(s) in 68-order H matrix using Turyn based method, using
δ = 61, 032.
E2(s) = 122148s0+137394s1+137378s2+152646s3+61054s4+168086s5+152920s6+153000s7+
92004s8 + 183520s9 + 168478s10 + 168626s11 + 46374s12 − 30568s13 − 30528s14 − 30532s15 −
30540s16 − 30556s17 − 30532s18 − 30548s19 − 30540s20 − 30532s21 − 30520s22 − 30532s23 −
30540s24−30540s25−30532s26−30532s27−30540s28−30540s29−30508s30−30516s31−30532s32−
30532s33−30532s34−30532s35−30532s36−30584s37−30532s38−30524s39−30524s40−30532s41−
30532s42−30524s43−30516s44−30516s45−30676s46−30612s47−30660s48−30548s49−30564s50−
30580s51−30708s52−30676s53−30548s54−30580s55−30596s56−30804s57−30548s58−30580s59−
30596s60−30548s61−30564s62−30580s63−30804s64−30708s65−30660s66−30804s67−30708s68−
30900s69 +15258s0s1 +8s0s2 +15258s0s3 +15258s1s2−2s0s4 +15258s1s3 +15258s0s5 +2s1s4 +
15258s2s3+15258s0s6+15258s1s5+15258s2s4+15258s0s7+15258s1s6+15258s2s5+15258s3s4+
20s0s8 + 15258s1s7 + 15258s2s6 + 15258s3s5 + 15258s0s9 + 20s1s8 + 15258s2s7 + 15258s3s6 +
15258s4s5 + 15258s0s10 + 15258s1s9 + 8s2s8 + 15258s3s7 + 4s4s6 + 15258s0s11 + 15258s1s10 +
15258s2s9 + 12s3s8 + 4s4s7 + 15258s5s6 + 12s0s12 + 15258s1s11 + 15258s2s10 + 15258s3s9 +
4s4s8 + 15258s5s7 − 30516s0s13 + 12s1s12 + 15258s2s11 + 15258s3s10 + 15258s4s9 + 15258s5s8 +
15258s6s7−30516s0s14−30516s1s13+15258s3s11+15258s5s9+15258s6s8−30516s0s15−8s2s13+
4s3s12+4s4s11+15258s5s10+15258s6s9+15258s7s8−30516s0s16−8s3s13+4s4s12+15258s5s11+
15258s6s10+15258s7s9−30516s0s17−30516s3s14+40s5s12+15258s6s11+15258s7s10+15258s8s9−
30516s0s18 − 8s4s14 − 16s5s13 + 40s6s12 + 15258s7s11 + 15258s8s10 − 30516s0s19 − 16s6s13 +
40s7s12 + 15258s8s11 + 15258s9s10− 30516s0s20− 30516s5s15− 16s7s13 + 40s8s12 + 15258s9s11−
16s6s15 − 16s8s13 + 15258s9s12 + 15258s10s11 − 30516s1s21 − 30516s6s16 − 16s7s15 − 16s9s13 +
15258s10s12−30516s1s22−30516s2s21−16s7s16+8s8s15−16s10s13+15258s11s12−30516s1s23−
8s3s21−30516s7s17−16s8s16−16s11s13−30516s1s24−30516s3s22 +8s4s21−16s8s17−8s12s13−
30516s1s25−8s4s22−30516s1s26−30516s9s18−30516s1s27−30516s5s23−16s10s18−30516s1s28−
16s6s23−30516s10s19−16s11s18−30516s6s24−16s11s19+8s12s18−30516s2s29−16s7s24−8s8s23−
30516s11s20−16s12s19−30516s2s30−30516s3s29−30516s7s25−16s12s20−30516s2s31−16s4s29−
16s8s25 − 30516s2s32 − 30516s4s30 − 8s5s29 − 30516s2s33 + 8s5s30 − 30516s9s26 − 30516s2s34 −
30516s5s31−16s10s26−30516s2s35−16s6s31−8s8s29−30516s10s27−30516s2s36−30516s6s32 +
8s8s30−8s9s29−16s11s27−8s12s26−16s7s32 +8s9s30−30516s11s28−30516s3s37−30516s7s33−
8s11s29−16s12s28−30516s3s38−30516s4s37−16s8s33+8s11s30−30516s3s39−16s5s37+8s13s29−
30516s3s40 − 30516s5s38 − 16s6s37 − 30516s9s34 − 8s13s30 − 30516s3s41 − 16s6s38 − 16s7s37 −
16s10s34 − 30516s3s42 − 30516s6s39 − 16s8s37 − 30516s10s35 − 30516s3s43 − 16s7s39 + 8s8s38 −
16s9s37 − 16s11s35 − 30516s7s40 − 16s10s37 − 30516s11s36 − 30516s4s44 − 16s8s40 − 16s11s37 −
16s12s36 − 30516s4s45 − 30516s5s44 − 8s12s37 − 30516s9s41 + 8s13s37 − 30516s5s46 − 16s10s41 −
30516s5s47 − 30516s6s46 − 8s8s44 − 30516s10s42 − 30516s5s48 − 64s7s46 − 16s11s42 + 8s12s41 −
30516s5s49−30516s7s47−64s8s46−30516s9s45−30516s11s43−30516s5s50−64s8s47−32s9s46−
16s12s43−30516s5s51−30516s8s48−16s9s47−32s10s46−16s9s48−32s10s47−32s11s46−8s12s45−
30516s6s52− 30516s9s49− 16s11s47− 16s12s46− 30516s6s53− 30516s7s52− 32s10s49− 16s11s48−
16s12s47 + 16s13s46 − 30516s6s54 − 64s8s52 − 30516s10s50 − 16s11s49 − 16s12s48 − 30516s6s55 −
30516s8s53 − 32s9s52 − 32s11s50 − 16s12s49 − 30516s6s56 − 16s9s53 − 32s10s52 − 30516s11s51 −
16s12s50 − 30516s9s54 − 32s10s53 − 32s11s52 − 32s12s51 − 30516s7s57 − 32s10s54 − 16s11s53 −
16s12s52−30516s7s58−30516s8s57−30516s10s55−32s11s54−16s12s53 +16s13s52−30516s7s59−
32s9s57 − 32s11s55 − 16s12s54 − 30516s7s60 − 30516s9s58 − 32s10s57 − 30516s11s56 − 32s12s55 −
32s10s58 − 32s11s57 − 32s12s56 − 30516s8s61 − 30516s10s59 − 32s11s58 − 16s12s57 − 30516s8s62 −
30516s9s61 − 32s11s59 − 16s12s58 + 16s13s57 − 30516s8s63 − 32s10s61 − 30516s11s60 − 32s12s59 −
30516s10s62−16s11s61−32s12s60−30516s9s64−32s11s62−16s12s61−30516s9s65−30516s10s64−
30516s11s63− 16s12s62− 30516s9s66− 64s11s64− 32s12s63 + 16s29s46− 30516s11s65− 32s12s64−
16s29s47−16s30s46−30516s10s67−64s12s65 + 16s13s64 + 16s30s47−30516s10s68−30516s11s67−
30516s12s66−32s12s67−30516s11s69−30516s12s68+16s13s67−30516s12s69+16s29s52+16s13s69−
16s29s53−16s30s52 +16s30s53 +16s37s46 +16s29s57−16s30s57 +16s37s52 +16s29s64−16s29s65−
16s30s64 +16s37s57 +16s30s65 +16s29s67−16s29s68−16s30s67 +16s29s69 +16s30s68−16s30s69 +
16s37s64 +64s46s57 +16s37s67 +16s37s69 +32s46s64 +32s47s65 +32s46s67 +32s48s66 +32s46s69 +
32s47s68 +32s52s64 +32s53s65 +32s52s67 +32s52s69 +32s53s68 +32s57s64 +32s57s67 +32s57s69 +
64s64s69 + 2610926
A complete expression of Hˆ2 (σˆ
z) in 68-order H matrix using Turyn based method, using
δ = 61, 032.
Hˆ2 (σˆ
z) = 122148σˆz0 + 137394σˆ
z
1 + 137378σˆ
z
2 + 152646σˆ
z
3 + 61054σˆ
z
4 + 168086σˆ
z
5 + 152920σˆ
z
6 +
153000σˆz7 + 92004σˆ
z
8 + 183520σˆ
z
9 + 168478σˆ
z
10 + 168626σˆ
z
11 + 46374σˆ
z
12 − 30568σˆz13 − 30528σˆz14 −
30532σˆz15 − 30540σˆz16 − 30556σˆz17 − 30532σˆz18 − 30548σˆz19 − 30540σˆz20 − 30532σˆz21 − 30520σˆz22 −
30532σˆz23 − 30540σˆz24 − 30540σˆz25 − 30532σˆz26 − 30532σˆz27 − 30540σˆz28 − 30540σˆz29 − 30508σˆz30 −
30516σˆz31 − 30532σˆz32 − 30532σˆz33 − 30532σˆz34 − 30532σˆz35 − 30532σˆz36 − 30584σˆz37 − 30532σˆz38 −
30524σˆz39 − 30524σˆz40 − 30532σˆz41 − 30532σˆz42 − 30524σˆz43 − 30516σˆz44 − 30516σˆz45 − 30676σˆz46 −
30612σˆz47 − 30660σˆz48 − 30548σˆz49 − 30564σˆz50 − 30580σˆz51 − 30708σˆz52 − 30676σˆz53 − 30548σˆz54 −
30580σˆz55 − 30596σˆz56 − 30804σˆz57 − 30548σˆz58 − 30580σˆz59 − 30596σˆz60 − 30548σˆz61 − 30564σˆz62 −
30580σˆz63 − 30804σˆz64 − 30708σˆz65 − 30660σˆz66 − 30804σˆz67 − 30708σˆz68 − 30900σˆz69 + 15258σˆz0σˆz1 +
8σˆz0σˆ
z
2 + 15258σˆ
z
0σˆ
z
3 + 15258σˆ
z
1σˆ
z
2 − 2σˆz0σˆz4 + 15258σˆz1σˆz3 + 15258σˆz0σˆz5 + 2σˆz1σˆz4 + 15258σˆz2σˆz3 +
15258σˆz0σˆ
z
6 + 15258σˆ
z
1σˆ
z
5 + 15258σˆ
z
2σˆ
z
4 + 15258σˆ
z
0σˆ
z
7 + 15258σˆ
z
1σˆ
z
6 + 15258σˆ
z
2σˆ
z
5 + 15258σˆ
z
3σˆ
z
4 +
20σˆz0σˆ
z
8 +15258σˆ
z
1σˆ
z
7 +15258σˆ
z
2σˆ
z
6 +15258σˆ
z
3σˆ
z
5 +15258σˆ
z
0σˆ
z
9 +20σˆ
z
1σˆ
z
8 +15258σˆ
z
2σˆ
z
7 +15258σˆ
z
3σˆ
z
6 +
15258σˆz4σˆ
z
5 +15258σˆ
z
0σˆ
z
10+15258σˆ
z
1σˆ
z
9 +8σˆ
z
2σˆ
z
8 +15258σˆ
z
3σˆ
z
7 +4σˆ
z
4σˆ
z
6 +15258σˆ
z
0σˆ
z
11+15258σˆ
z
1σˆ
z
10+
15258σˆz2σˆ
z
9 + 12σˆ
z
3σˆ
z
8 + 4σˆ
z
4σˆ
z
7 + 15258σˆ
z
5σˆ
z
6 + 12σˆ
z
0σˆ
z
12 + 15258σˆ
z
1σˆ
z
11 + 15258σˆ
z
2σˆ
z
10 + 15258σˆ
z
3σˆ
z
9 +
4σˆz4σˆ
z
8+15258σˆ
z
5σˆ
z
7−30516σˆz0σˆz13+12σˆz1σˆz12+15258σˆz2σˆz11+15258σˆz3σˆz10+15258σˆz4σˆz9+15258σˆz5σˆz8+
15258σˆz6σˆ
z
7 − 30516σˆz0σˆz14 − 30516σˆz1σˆz13 + 15258σˆz3σˆz11 + 15258σˆz5σˆz9 + 15258σˆz6σˆz8 − 30516σˆz0σˆz15 −
8σˆz2σˆ
z
13+4σˆ
z
3σˆ
z
12+4σˆ
z
4σˆ
z
11+15258σˆ
z
5σˆ
z
10+15258σˆ
z
6σˆ
z
9+15258σˆ
z
7σˆ
z
8−30516σˆz0σˆz16−8σˆz3σˆz13+4σˆz4σˆz12+
15258σˆz5σˆ
z
11 + 15258σˆ
z
6σˆ
z
10 + 15258σˆ
z
7σˆ
z
9 − 30516σˆz0σˆz17 − 30516σˆz3σˆz14 + 40σˆz5σˆz12 + 15258σˆz6σˆz11 +
15258σˆz7σˆ
z
10+15258σˆ
z
8σˆ
z
9−30516σˆz0σˆz18−8σˆz4σˆz14−16σˆz5σˆz13+40σˆz6σˆz12+15258σˆz7σˆz11+15258σˆz8σˆz10−
30516σˆz0σˆ
z
19 − 16σˆz6σˆz13 + 40σˆz7σˆz12 + 15258σˆz8σˆz11 + 15258σˆz9σˆz10 − 30516σˆz0σˆz20 − 30516σˆz5σˆz15 −
16σˆz7σˆ
z
13+40σˆ
z
8σˆ
z
12+15258σˆ
z
9σˆ
z
11−16σˆz6σˆz15−16σˆz8σˆz13+15258σˆz9σˆz12+15258σˆz10σˆz11−30516σˆz1σˆz21−
30516σˆz6σˆ
z
16 − 16σˆz7σˆz15 − 16σˆz9σˆz13 + 15258σˆz10σˆz12 − 30516σˆz1σˆz22 − 30516σˆz2σˆz21 − 16σˆz7σˆz16 +
8σˆz8σˆ
z
15 − 16σˆz10σˆz13 + 15258σˆz11σˆz12 − 30516σˆz1σˆz23 − 8σˆz3σˆz21 − 30516σˆz7σˆz17 − 16σˆz8σˆz16 − 16σˆz11σˆz13 −
30516σˆz1σˆ
z
24 − 30516σˆz3σˆz22 + 8σˆz4σˆz21 − 16σˆz8σˆz17 − 8σˆz12σˆz13 − 30516σˆz1σˆz25 − 8σˆz4σˆz22 − 30516σˆz1σˆz26 −
30516σˆz9σˆ
z
18 − 30516σˆz1σˆz27 − 30516σˆz5σˆz23 − 16σˆz10σˆz18 − 30516σˆz1σˆz28 − 16σˆz6σˆz23 − 30516σˆz10σˆz19 −
16σˆz11σˆ
z
18 − 30516σˆz6σˆz24 − 16σˆz11σˆz19 + 8σˆz12σˆz18 − 30516σˆz2σˆz29 − 16σˆz7σˆz24 − 8σˆz8σˆz23 − 30516σˆz11σˆz20 −
16σˆz12σˆ
z
19 − 30516σˆz2σˆz30 − 30516σˆz3σˆz29 − 30516σˆz7σˆz25 − 16σˆz12σˆz20 − 30516σˆz2σˆz31 − 16σˆz4σˆz29 −
16σˆz8σˆ
z
25−30516σˆz2σˆz32−30516σˆz4σˆz30−8σˆz5σˆz29−30516σˆz2σˆz33+8σˆz5σˆz30−30516σˆz9σˆz26−30516σˆz2σˆz34−
30516σˆz5σˆ
z
31−16σˆz10σˆz26−30516σˆz2σˆz35−16σˆz6σˆz31−8σˆz8σˆz29−30516σˆz10σˆz27−30516σˆz2σˆz36−30516σˆz6σˆz32+
8σˆz8σˆ
z
30−8σˆz9σˆz29−16σˆz11σˆz27−8σˆz12σˆz26−16σˆz7σˆz32+8σˆz9σˆz30−30516σˆz11σˆz28−30516σˆz3σˆz37−30516σˆz7σˆz33−
8σˆz11σˆ
z
29 − 16σˆz12σˆz28 − 30516σˆz3σˆz38 − 30516σˆz4σˆz37 − 16σˆz8σˆz33 + 8σˆz11σˆz30 − 30516σˆz3σˆz39 − 16σˆz5σˆz37 +
8σˆz13σˆ
z
29−30516σˆz3σˆz40−30516σˆz5σˆz38−16σˆz6σˆz37−30516σˆz9σˆz34−8σˆz13σˆz30−30516σˆz3σˆz41−16σˆz6σˆz38−
16σˆz7σˆ
z
37−16σˆz10σˆz34−30516σˆz3σˆz42−30516σˆz6σˆz39−16σˆz8σˆz37−30516σˆz10σˆz35−30516σˆz3σˆz43−16σˆz7σˆz39+
8σˆz8σˆ
z
38− 16σˆz9σˆz37− 16σˆz11σˆz35− 30516σˆz7σˆz40− 16σˆz10σˆz37− 30516σˆz11σˆz36− 30516σˆz4σˆz44− 16σˆz8σˆz40−
16σˆz11σˆ
z
37−16σˆz12σˆz36−30516σˆz4σˆz45−30516σˆz5σˆz44−8σˆz12σˆz37−30516σˆz9σˆz41+8σˆz13σˆz37−30516σˆz5σˆz46−
16σˆz10σˆ
z
41−30516σˆz5σˆz47−30516σˆz6σˆz46−8σˆz8σˆz44−30516σˆz10σˆz42−30516σˆz5σˆz48−64σˆz7σˆz46−16σˆz11σˆz42+
8σˆz12σˆ
z
41−30516σˆz5σˆz49−30516σˆz7σˆz47−64σˆz8σˆz46−30516σˆz9σˆz45−30516σˆz11σˆz43−30516σˆz5σˆz50−64σˆz8σˆz47−
32σˆz9σˆ
z
46 − 16σˆz12σˆz43 − 30516σˆz5σˆz51 − 30516σˆz8σˆz48 − 16σˆz9σˆz47 − 32σˆz10σˆz46 − 16σˆz9σˆz48 − 32σˆz10σˆz47 −
32σˆz11σˆ
z
46−8σˆz12σˆz45−30516σˆz6σˆz52−30516σˆz9σˆz49−16σˆz11σˆz47−16σˆz12σˆz46−30516σˆz6σˆz53−30516σˆz7σˆz52−
32σˆz10σˆ
z
49− 16σˆz11σˆz48− 16σˆz12σˆz47 + 16σˆz13σˆz46− 30516σˆz6σˆz54− 64σˆz8σˆz52− 30516σˆz10σˆz50− 16σˆz11σˆz49−
16σˆz12σˆ
z
48− 30516σˆz6σˆz55− 30516σˆz8σˆz53− 32σˆz9σˆz52− 32σˆz11σˆz50− 16σˆz12σˆz49− 30516σˆz6σˆz56− 16σˆz9σˆz53−
32σˆz10σˆ
z
52−30516σˆz11σˆz51−16σˆz12σˆz50−30516σˆz9σˆz54−32σˆz10σˆz53−32σˆz11σˆz52−32σˆz12σˆz51−30516σˆz7σˆz57−
32σˆz10σˆ
z
54−16σˆz11σˆz53−16σˆz12σˆz52−30516σˆz7σˆz58−30516σˆz8σˆz57−30516σˆz10σˆz55−32σˆz11σˆz54−16σˆz12σˆz53+
16σˆz13σˆ
z
52−30516σˆz7σˆz59−32σˆz9σˆz57−32σˆz11σˆz55−16σˆz12σˆz54−30516σˆz7σˆz60−30516σˆz9σˆz58−32σˆz10σˆz57−
30516σˆz11σˆ
z
56−32σˆz12σˆz55−32σˆz10σˆz58−32σˆz11σˆz57−32σˆz12σˆz56−30516σˆz8σˆz61−30516σˆz10σˆz59−32σˆz11σˆz58−
16σˆz12σˆ
z
57−30516σˆz8σˆz62−30516σˆz9σˆz61−32σˆz11σˆz59−16σˆz12σˆz58+16σˆz13σˆz57−30516σˆz8σˆz63−32σˆz10σˆz61−
30516σˆz11σˆ
z
60−32σˆz12σˆz59−30516σˆz10σˆz62−16σˆz11σˆz61−32σˆz12σˆz60−30516σˆz9σˆz64−32σˆz11σˆz62−16σˆz12σˆz61−
30516σˆz9σˆ
z
65 − 30516σˆz10σˆz64 − 30516σˆz11σˆz63 − 16σˆz12σˆz62 − 30516σˆz9σˆz66 − 64σˆz11σˆz64 − 32σˆz12σˆz63 +
16σˆz29σˆ
z
46−30516σˆz11σˆz65−32σˆz12σˆz64−16σˆz29σˆz47−16σˆz30σˆz46−30516σˆz10σˆz67−64σˆz12σˆz65 +16σˆz13σˆz64 +
16σˆz30σˆ
z
47− 30516σˆz10σˆz68− 30516σˆz11σˆz67− 30516σˆz12σˆz66− 32σˆz12σˆz67− 30516σˆz11σˆz69− 30516σˆz12σˆz68 +
16σˆz13σˆ
z
67 − 30516σˆz12σˆz69 + 16σˆz29σˆz52 + 16σˆz13σˆz69 − 16σˆz29σˆz53 − 16σˆz30σˆz52 + 16σˆz30σˆz53 + 16σˆz37σˆz46 +
16σˆz29σˆ
z
57−16σˆz30σˆz57+16σˆz37σˆz52+16σˆz29σˆz64−16σˆz29σˆz65−16σˆz30σˆz64+16σˆz37σˆz57+16σˆz30σˆz65+16σˆz29σˆz67−
16σˆz29σˆ
z
68−16σˆz30σˆz67+16σˆz29σˆz69+16σˆz30σˆz68−16σˆz30σˆz69+16σˆz37σˆz64+64σˆz46σˆz57+16σˆz37σˆz67+16σˆz37σˆz69+
32σˆz46σˆ
z
64+32σˆ
z
47σˆ
z
65+32σˆ
z
46σˆ
z
67+32σˆ
z
48σˆ
z
66+32σˆ
z
46σˆ
z
69+32σˆ
z
47σˆ
z
68+32σˆ
z
52σˆ
z
64+32σˆ
z
53σˆ
z
65+32σˆ
z
52σˆ
z
67+
32σˆz52σˆ
z
69 + 32σˆ
z
53σˆ
z
68 + 32σˆ
z
57σˆ
z
64 + 32σˆ
z
57σˆ
z
67 + 32σˆ
z
57σˆ
z
69 + 64σˆ
z
64σˆ
z
69 + 2610926
Complete expressions for Turyn type H-matrix of order 92
A complete expression of Ek(s) in 92-order H matrix using Turyn based method
Hk(s) = 2s0 + 4s2 + 2s3 − 4s4 + 4s5 − 2s6 + 2s7 − 4s8 + 8s9 + 8s10 + 8s11 + 8s12 + 8s13 + 8s14 +
8s16 +8s18 +8s20 +6s0s2 +4s0s4−2s1s3 +4s0s5−2s0s6 +2s1s5 +2s0s7 +6s1s6 +2s2s5 +4s3s4−
4s0s8 − 6s1s7 − 2s2s6 − 4s3s5 + 4s0s9 − 2s1s8 + 2s2s7 − 2s3s6 − 2s4s5 − 2s2s8 + 2s3s7 + 2s4s6 +
4s0s11+4s1s10+4s3s8−2s4s7+4s0s12+4s1s11+4s2s10+4s3s9+2s4s8+2s5s7+4s1s12+4s2s11−
8s5s8 − 8s6s7 + 4s0s14 + 4s1s13 + 4s2s12 + 4s3s11 + 2s6s8 + 4s0s15 + 4s2s13 + 4s3s12 + 4s0s16 +
4s1s16 + 4s3s14 + 4s0s18 + 8s1s17 + 4s2s16 + 4s3s15− 4s0s19− 4s1s18− 4s3s16 + 8s4s15 + 4s2s18 +
8s9s11 + 4s3s18 + 4s5s16 + 4s3s19 + 8s9s13 + 8s10s12 + 4s6s17 + 16s9s14 + 16s10s13 + 16s11s12 −
8s4s20−4s5s19−4s6s18−4s7s17−4s8s16+8s9s15+8s10s14+8s11s13+4s7s18+8s10s16+8s12s14+
4s8s19 + 8s11s17 + 8s9s20 + 8s10s19 + 8s11s18 + 8s12s17 + 8s13s16 + 8s14s15 + 8s12s18 + 8s13s19 +
8s15s17 +8s14s20 +8s15s19 +8s16s18 +8s16s20 +8s17s19 +8s18s20 +4s0s1s2 +8s0s1s3 +4s0s1s4 +
4s1s2s3+2s0s2s5+4s1s2s4+2s0s3s6+2s1s3s5+4s2s3s4+4s0s1s9−2s0s2s8−2s0s3s7+2s0s4s6+
2s1s4s5−2s0s4s7+2s0s5s6−2s1s4s6−2s2s4s5+4s0s2s10+2s0s5s7+4s1s2s9−2s1s3s8+2s1s4s7+
2s2s4s6+2s0s6s7−2s1s4s8+2s1s5s7−2s2s4s7−2s3s4s6+4s0s3s11+2s0s6s8+4s1s3s10+4s1s5s8+
4s2s3s9 + 2s2s4s8 + 2s2s5s7 + 2s3s4s7 + 2s3s5s6 + 4s0s1s14 + 4s0s2s13 + 4s0s3s12 + 2s0s7s8 +
2s1s6s8 − 2s3s5s7 + 8s4s5s6 + 4s0s1s15 + 2s2s6s8 + 2s3s6s7 − 4s4s5s7 + 4s1s2s14 + 4s1s3s13 −
2s3s6s8 + 8s4s6s7 + 4s0s2s16 + 4s1s2s15 + 2s3s7s8 + 4s4s5s9 − 4s4s6s8 + 4s0s9s10 + 4s2s3s14 +
8s4s7s8 + 4s5s6s8 + 4s0s3s17 + 4s0s9s11 + 4s1s3s16 + 4s2s3s15 − 4s4s5s11 + 4s4s6s10 + 4s5s6s9 −
4s5s7s8 +4s0s10s11 +4s1s9s11−4s4s5s12−4s4s6s11−4s4s7s10−4s4s8s9 +4s0s9s13 +4s0s10s12 +
8s1s9s12 +4s2s9s11 +4s3s9s10−4s4s6s12 +4s4s7s11 +4s5s7s10 +4s6s7s9−4s0s9s14 +4s0s11s12−
4s1s9s13+4s1s10s12−4s3s9s11+4s4s5s14+4s4s6s13+4s4s7s12+4s4s8s11+8s4s9s10+4s0s10s14+
4s0s11s13+8s1s10s13+4s2s9s13+4s2s10s12+4s3s10s11+4s4s5s15−4s4s7s13+4s4s8s12+4s5s8s11+
4s6s8s10+4s7s8s9+4s0s12s13−4s1s10s14+4s1s11s13+4s3s9s13−4s3s10s12+8s4s10s11+4s5s6s14+
4s5s7s13+4s5s8s12+4s5s9s11+4s0s12s14+8s1s11s14+4s2s10s14+4s2s11s13+4s3s9s14+4s3s11s12+
4s4s6s16−4s4s8s14+4s5s6s15+4s0s13s14+4s1s12s14+4s3s10s14−4s3s11s13−4s4s5s18−4s4s6s17−
4s4s7s16−4s4s8s15+8s4s11s12+4s5s10s12+4s6s7s14+4s6s8s13+4s6s9s12+4s2s12s14+4s3s12s13+
4s4s7s17+4s5s7s16−4s5s9s14+4s6s7s15−4s6s9s13−4s7s9s12−4s8s9s11−4s3s12s14+8s4s12s13+
4s5s11s13+4s6s10s13+4s7s8s14+4s7s9s13+4s3s13s14+4s4s8s18+4s5s8s17+4s6s8s16−4s6s10s14+
4s7s8s15 − 4s7s10s13 − 4s8s10s12 + 16s9s10s11 + 4s0s15s16 + 8s4s13s14 + 4s5s12s14 + 4s6s11s14 +
4s7s10s14 + 4s8s9s14 + 4s0s15s17 − 4s7s11s14 − 4s8s11s13 + 16s9s11s12 + 4s0s16s17 + 4s1s15s17 +
16s9s10s14 + 16s9s11s13 + 4s0s15s19 + 4s0s16s18 + 8s1s15s18 + 4s2s15s17 + 4s3s15s16− 4s8s12s14 +
8s9s10s15 + 16s9s12s13 + 16s10s11s13−4s0s15s20 + 4s0s17s18−4s1s15s19 + 4s1s16s18−4s3s15s17 +
8s4s15s16 +16s10s11s14 +16s10s12s13 +4s0s16s20 +4s0s17s19 +8s1s16s19 +4s2s15s19 +4s2s16s18 +
4s3s16s17 +8s9s11s16 +16s9s13s14 +8s10s11s15 +16s10s12s14 +4s0s18s19−4s1s16s20 +4s1s17s19 +
4s3s15s19− 4s3s16s18 + 8s4s16s17 + 4s5s15s17 + 16s11s12s14 + 4s0s18s20 + 8s1s17s20 + 4s2s16s20 +
4s2s17s19 + 4s3s15s20 + 4s3s17s18 + 8s9s12s17 + 8s10s12s16 + 8s11s12s15 + 4s0s19s20 + 4s1s18s20 +
4s3s16s20− 4s3s17s19 + 8s4s17s18 + 4s5s16s18 + 4s6s15s18 + 16s12s13s14 + 4s2s18s20 + 4s3s18s19−
4s5s15s20− 4s6s15s19− 4s7s15s18− 4s8s15s17 + 8s9s13s18 + 8s9s15s16 + 8s10s13s17 + 8s11s13s16 +
8s12s13s15 − 4s3s18s20 + 8s4s18s19 + 4s5s17s19 + 4s6s16s19 + 4s7s15s19 + 4s3s19s20 − 4s6s16s20 −
4s7s16s19−4s8s16s18 +8s9s14s19 +8s9s16s17 +8s10s14s18 +8s10s15s17 +8s11s14s17 +8s12s14s16 +
8s13s14s15 + 8s4s19s20 + 4s5s18s20 + 4s6s17s20 + 4s7s16s20 + 4s8s15s20 − 4s7s17s20 − 4s8s17s19 +
8s9s17s18+8s10s16s18+8s11s15s18+8s10s15s20+8s11s15s19+8s12s15s18+8s13s15s17+8s14s15s16−
4s8s18s20+8s9s18s19+8s10s17s19+8s11s16s19+8s12s15s19+8s11s16s20+8s12s16s19+8s13s16s18+
8s14s16s17+8s9s19s20+8s10s18s20+8s11s17s20+8s12s16s20+8s13s15s20+16s15s16s17+8s12s17s20+
8s13s17s19 + 8s14s17s18 + 16s15s17s18 + 8s13s18s20 + 8s14s18s19 + 16s15s18s19 + 16s16s17s19 +
8s14s19s20 + 16s15s19s20 + 16s16s18s20 + 4s0s1s2s3 + 2s0s1s4s5 + 2s0s1s5s6 + 2s0s2s4s6 +
2s1s2s4s5− 2s0s1s4s8− 2s0s2s4s7− 2s0s3s4s6 + 2s0s1s6s7 + 2s0s2s5s7 + 2s0s3s4s7 + 2s1s2s5s6 +
2s1s3s4s6 + 2s2s3s4s5− 2s1s2s4s8− 2s1s3s4s7 + 2s0s1s7s8 + 2s0s2s6s8 + 2s0s3s5s8 + 2s1s2s6s7 +
2s1s3s5s7 + 2s2s3s5s6−2s2s3s4s8 + 2s1s2s7s8 + 2s1s3s6s8 + 2s2s3s6s7 + 4s0s1s9s10 + 2s2s3s7s8 +
4s0s1s10s11 + 4s0s2s9s11 + 4s1s2s9s10 + 4s4s5s6s7 − 4s4s5s6s8 + 4s0s1s11s12 + 4s0s2s10s12 +
4s0s3s9s12 + 4s1s2s10s11 + 4s1s3s9s11 + 4s2s3s9s10 + 4s4s5s7s8 − 4s4s6s7s8 + 4s0s1s12s13 +
4s0s2s11s13 + 4s0s3s10s13 + 4s1s2s11s12 + 4s1s3s10s12 + 4s2s3s10s11 + 4s5s6s7s8 + 4s0s1s13s14 +
4s0s2s12s14 + 4s0s3s11s14 + 4s1s2s12s13 + 4s1s3s11s13 + 4s2s3s11s12 + 4s4s5s9s10 + 4s1s2s13s14 +
4s1s3s12s14 + 4s2s3s12s13 + 4s4s5s10s11 + 4s4s6s9s11 + 4s5s6s9s10 − 4s4s5s9s13 − 4s4s6s9s12 −
4s4s7s9s11 − 4s4s8s9s10 + 4s0s1s15s16 + 4s2s3s13s14 + 4s4s5s11s12 + 4s4s6s10s12 + 4s4s7s9s12 +
4s5s6s10s11 + 4s5s7s9s11 + 4s6s7s9s10 − 4s4s5s10s14 − 4s4s6s10s13 − 4s4s7s10s12 − 4s4s8s10s11 +
4s0s1s16s17 + 4s0s2s15s17 + 4s1s2s15s16 + 4s4s5s12s13 + 4s4s6s11s13 + 4s4s7s10s13 + 4s4s8s9s13 +
4s5s6s11s12 + 4s5s7s10s12 + 4s5s8s9s12 + 4s6s7s10s11 + 4s6s8s9s11 + 4s7s8s9s10 − 4s4s6s11s14 −
4s4s7s11s13−4s4s8s11s12 + 4s0s1s17s18 + 4s0s2s16s18 + 4s0s3s15s18 + 4s1s2s16s17 + 4s1s3s15s17 +
4s2s3s15s16 + 4s4s5s13s14 + 4s4s6s12s14 + 4s4s7s11s14 + 4s4s8s10s14 + 4s5s6s12s13 + 4s5s7s11s13 +
4s5s8s10s13 + 4s6s7s11s12 + 4s6s8s10s12 + 4s7s8s10s11−4s4s7s12s14−4s4s8s12s13 + 4s0s1s18s19 +
4s0s2s17s19 + 4s0s3s16s19 + 4s1s2s17s18 + 4s1s3s16s18 + 4s2s3s16s17 + 4s5s6s13s14 + 4s5s7s12s14 +
4s5s8s11s14 + 4s6s7s12s13 + 4s6s8s11s13 + 4s7s8s11s12−4s4s8s13s14 + 4s0s1s19s20 + 4s0s2s18s20 +
4s0s3s17s20 + 4s1s2s18s19 + 4s1s3s17s19 + 4s2s3s17s18 + 4s4s5s15s16 + 4s6s7s13s14 + 4s6s8s12s14 +
4s7s8s12s13 + 4s1s2s19s20 + 4s1s3s18s20 + 4s2s3s18s19 + 4s4s5s16s17 + 4s4s6s15s17 + 4s5s6s15s16 +
4s7s8s13s14+16s9s10s11s12−4s4s5s15s19−4s4s6s15s18−4s4s7s15s17−4s4s8s15s16+4s2s3s19s20+
4s4s5s17s18+4s4s6s16s18+4s4s7s15s18+4s5s6s16s17+4s5s7s15s17+4s6s7s15s16+16s9s10s12s13−
4s4s5s16s20−4s4s6s16s19−4s4s7s16s18−4s4s8s16s17 + 4s4s5s18s19 + 4s4s6s17s19 + 4s4s7s16s19 +
4s4s8s15s19 + 4s5s6s17s18 + 4s5s7s16s18 + 4s5s8s15s18 + 4s6s7s16s17 + 4s6s8s15s17 + 4s7s8s15s16 +
16s9s10s13s14 + 16s9s11s12s14 + 16s10s11s12s13 − 4s4s6s17s20 − 4s4s7s17s19 − 4s4s8s17s18 +
4s4s5s19s20 + 4s4s6s18s20 + 4s4s7s17s20 + 4s4s8s16s20 + 4s5s6s18s19 + 4s5s7s17s19 + 4s5s8s16s19 +
4s6s7s17s18+4s6s8s16s18+4s7s8s16s17+16s10s11s13s14−4s4s7s18s20−4s4s8s18s19+4s5s6s19s20+
4s5s7s18s20+4s5s8s17s20+4s6s7s18s19+4s6s8s17s19+4s7s8s17s18+8s9s10s15s16+16s11s12s13s14−
4s4s8s19s20+4s6s7s19s20+4s6s8s18s20+4s7s8s18s19+8s9s10s16s17+8s9s11s15s17+8s10s11s15s16+
4s7s8s19s20 + 8s9s10s17s18 + 8s9s11s16s18 + 8s9s12s15s18 + 8s10s11s16s17 + 8s10s12s15s17 +
8s11s12s15s16 + 8s9s10s18s19 + 8s9s11s17s19 + 8s9s12s16s19 + 8s9s13s15s19 + 8s10s11s17s18 +
8s10s12s16s18 + 8s10s13s15s18 + 8s11s12s16s17 + 8s11s13s15s17 + 8s12s13s15s16 + 8s9s10s19s20 +
8s9s11s18s20 + 8s9s12s17s20 + 8s9s13s16s20 + 8s9s14s15s20 + 8s10s11s18s19 + 8s10s12s17s19 +
8s10s13s16s19 + 8s10s14s15s19 + 8s11s12s17s18 + 8s11s13s16s18 + 8s11s14s15s18 + 8s12s13s16s17 +
8s12s14s15s17 + 8s13s14s15s16 + 8s10s11s19s20 + 8s10s12s18s20 + 8s10s13s17s20 + 8s10s14s16s20 +
8s11s12s18s19 + 8s11s13s17s19 + 8s11s14s16s19 + 8s12s13s17s18 + 8s12s14s16s18 + 8s13s14s16s17 +
8s11s12s19s20 + 8s11s13s18s20 + 8s11s14s17s20 + 8s12s13s18s19 + 8s12s14s17s19 + 8s13s14s17s18 +
8s12s13s19s20 + 8s12s14s18s20 + 8s13s14s18s19 + 8s13s14s19s20 + 16s15s16s17s18 + 16s15s16s18s19 +
16s15s16s19s20 + 16s15s17s18s20 + 16s16s17s18s19 + 16s16s17s19s20 + 16s17s18s19s20 + 244
A complete expression of Ek(q) in 92-order H matrix using Turyn based method
Ek(q) = 208q0q1−336q1−320q2−264q3−144q4−272q5−248q6−200q7−96q8−328q9−384q10−
408q11−408q12−384q13−328q14−328q15−368q16−376q17−368q18−328q19−248q20−344q0 +
160q0q2+128q0q3+192q1q2+32q0q4+160q1q3+72q0q5+32q1q4+176q2q3+56q0q6+88q1q5+32q2q4+
40q0q7+72q1q6+56q2q5+32q3q4+8q0q8+24q1q7+56q2q6+24q3q5+56q0q9+8q1q8+40q2q7+24q3q6+
96q4q5+72q0q10+56q1q9+8q2q8+40q3q7+64q4q6+88q0q11+72q1q10+56q2q9+24q3q8+32q4q7+
208q5q6 + 88q0q12 + 88q1q11 + 72q2q10 + 56q3q9− 64q4q8 + 144q5q7 + 72q0q13 + 88q1q12 + 72q2q11 +
56q3q10 + 16q4q9 + 80q5q8 + 160q6q7 + 56q0q14 + 72q1q13 + 72q2q12 + 56q3q11 + 32q4q10 + 40q5q9 +
112q6q8 +56q0q15 +56q1q14 +72q2q13 +56q3q12 +32q4q11 +56q5q10 +40q6q9 +176q7q8 +80q0q16 +
56q1q15 + 56q2q14 + 56q3q13 + 32q4q12 + 72q5q11 + 56q6q10 + 40q7q9 + 80q0q17 + 72q1q16 + 56q2q15 +
56q3q14 + 32q4q13 + 72q5q12 + 56q6q11 + 40q7q10 + 24q8q9 + 80q0q18 + 96q1q17 + 72q2q16 + 56q3q15 +
16q4q14 +56q5q13 +56q6q12 +40q7q11 +24q8q10 +56q0q19 +72q1q18 +64q2q17 +48q3q16 +32q4q15 +
40q5q14+56q6q13+40q7q12+24q8q11+208q9q10+40q0q20+56q1q19+72q2q18+48q3q17+32q4q16+
40q5q15+40q6q14+40q7q13+24q8q12+176q9q11+40q1q20+56q2q19+48q3q18+32q4q17+64q5q16+
40q6q15+40q7q14+24q8q13+144q9q12+224q10q11+40q2q20+56q3q19+32q4q18+80q5q17+56q6q16+
40q7q15+24q8q14+128q9q13+176q10q12+40q3q20+32q4q19+64q5q18+64q6q17+40q7q16+24q8q15+
96q9q14 + 176q10q13 + 240q11q12 + 40q5q19 + 56q6q18 + 32q7q17 + 16q8q16 + 64q9q15 + 128q10q14 +
176q11q13 + 24q5q20 + 40q6q19 + 40q7q18 + 16q8q17 + 64q9q16 + 72q10q15 + 144q11q14 + 224q12q13 +
24q6q20 + 40q7q19 + 16q8q18 + 64q9q17 + 80q10q16 + 72q11q15 + 176q12q14 + 24q7q20 + 24q8q19 +
64q9q18 + 80q10q17 + 88q11q16 + 72q12q15 + 208q13q14 + 24q8q20 + 64q9q19 + 80q10q18 + 96q11q17 +
88q12q16 + 72q13q15 + 56q9q20 + 72q10q19 + 88q11q18 + 96q12q17 + 80q13q16 + 64q14q15 + 56q10q20 +
72q11q19 +88q12q18 +80q13q17 +64q14q16 +56q11q20 +72q12q19 +80q13q18 +64q14q17 +200q15q16 +
56q12q20+72q13q19+64q14q18+168q15q17+56q13q20+64q14q19+152q15q18+216q16q17+56q14q20+
120q15q19 + 168q16q18 + 72q15q20 + 152q16q19 + 216q17q18 + 104q16q20 + 168q17q19 + 120q17q20 +
200q18q19+152q18q20+200q19q20−64q0q1q2−96q0q1q3−32q0q1q4−32q0q2q3−32q0q1q5−64q1q2q3−
32q0q1q6−32q0q2q5−32q1q2q4−32q0q1q7−32q0q2q6−16q0q3q5−32q1q2q5−16q0q4q5−32q1q2q6−
32q1q3q5−32q2q3q4−32q0q1q9−16q0q4q6−32q1q2q7−32q1q3q6−48q1q4q5−32q2q3q5−32q0q1q10−
16q0q2q9−16q0q3q8+16q0q4q7−32q0q5q6−32q2q3q6−16q2q4q5−32q0q1q11−32q0q2q10−16q0q3q9+
16q0q4q8−32q0q5q7−32q1q2q9−32q1q5q6−32q2q3q7−32q2q4q6−16q3q4q5−32q0q1q12−32q0q2q11−
16q0q3q10−16q0q5q8−32q0q6q7−32q1q2q10−16q1q3q9+48q1q4q8−32q1q5q7+32q2q4q7−32q2q5q6+
16q3q4q6 − 32q0q1q13 − 32q0q2q12 − 32q0q3q11 − 32q0q6q8 − 32q1q2q11 − 32q1q3q10 − 32q1q5q8 −
32q1q6q7−32q2q3q9+16q2q4q8−32q2q5q7−16q3q4q7−32q3q5q6−32q0q1q14−32q0q2q13−32q0q3q12−
32q0q7q8−32q1q2q12−32q1q3q11−32q1q6q8−32q2q3q10−32q2q6q7+16q3q4q8−64q4q5q6−32q0q1q15−
16q0q2q14 − 16q0q3q13 − 32q1q2q13 − 32q1q3q12 − 32q1q7q8 − 32q2q3q11 − 32q2q6q8 − 16q3q5q8 −
32q3q6q7 − 32q4q5q7 − 32q0q1q16 − 16q0q2q15 − 16q0q3q14 − 32q1q2q14 − 32q1q3q13 − 32q2q3q12 −
32q2q7q8 − 64q4q6q7 − 32q0q1q17 − 32q0q2q16 − 16q0q3q15 − 32q1q2q15 − 16q1q3q14 − 32q2q3q13 −
32q3q7q8 − 16q4q5q9 + 96q4q6q8 − 64q5q6q7 − 32q0q1q18 − 32q0q2q17 − 16q0q3q16 − 32q0q9q10 −
32q1q2q16 − 16q1q3q15 − 32q2q3q14 − 16q4q5q10 − 64q4q7q8 − 32q5q6q8 − 32q0q1q19 − 32q0q2q18 −
32q0q3q17 − 32q0q9q11 − 32q1q2q17 − 32q1q3q16 − 32q1q9q10 − 32q2q3q15 − 16q4q5q11 − 16q4q6q10 −
32q5q6q9 − 32q5q7q8 − 16q0q1q20 − 16q0q2q19 − 16q0q3q18 − 16q0q9q12 − 32q0q10q11 − 32q1q2q18 −
32q1q3q17 − 32q1q9q11 − 32q2q3q16 − 32q2q9q10 − 16q4q5q12 + 16q4q7q10 + 16q4q8q9 − 32q5q6q10 −
16q5q7q9 − 16q0q2q20 − 16q0q3q19 − 16q0q9q13 − 32q0q10q12 − 32q1q2q19 − 32q1q3q18 − 32q1q9q12 −
32q1q10q11− 32q2q3q17− 32q2q9q11− 32q3q9q10− 16q4q5q13 + 16q4q8q10− 32q5q6q11− 32q5q7q10−
16q5q8q9 − 32q6q7q9 − 16q0q3q20 + 16q0q9q14 − 16q0q10q13 − 32q0q11q12 − 16q1q2q20 − 16q1q3q19 +
16q1q9q13− 32q1q10q12− 32q2q3q18− 32q2q10q11− 16q4q5q14− 16q4q6q13 + 16q4q8q11− 32q4q9q10−
32q5q6q12− 32q5q7q11− 16q5q8q10− 32q6q7q10− 16q6q8q9− 16q0q10q14− 32q0q11q13− 16q1q3q20−
32q1q10q13−32q1q11q12−32q2q3q19−16q2q9q13−32q2q10q12−16q3q9q12−32q3q10q11−16q4q5q15+
16q4q7q13 + 16q4q8q12 − 32q5q6q13 − 32q5q7q12 − 32q5q8q11 − 32q5q9q10 − 32q6q7q11 − 32q6q8q10 −
32q7q8q9−16q0q11q14−32q0q12q13+16q1q10q14−32q1q11q13−16q2q3q20−32q2q11q12−16q3q9q13−
16q4q5q16 + 16q4q8q13− 32q4q10q11− 32q5q6q14− 32q5q7q13− 32q5q8q12− 32q5q9q11− 32q6q7q12−
32q6q8q11−32q6q9q10−32q7q8q10−32q0q12q14−32q1q11q14−32q1q12q13−16q2q10q14−32q2q11q13−
16q3q9q14− 16q3q10q13− 32q3q11q12− 32q4q5q17− 16q4q6q16 + 16q4q8q14− 32q5q6q15− 16q5q7q14−
16q5q8q13− 16q5q9q12− 32q5q10q11− 32q6q7q13− 32q6q8q12− 32q6q9q11− 32q7q8q11− 32q7q9q10−
32q0q13q14−32q1q12q14−32q2q12q13−16q3q10q14−16q4q5q18+16q4q7q16+16q4q8q15−32q4q11q12−
32q5q6q16− 16q5q7q15− 16q5q8q14 + 16q5q9q13− 32q5q10q12− 32q6q7q14− 32q6q8q13− 32q6q10q11−
32q7q8q12−32q1q13q14−32q2q12q14−16q3q11q14−32q3q12q13−16q4q5q19−16q4q6q18+16q4q8q16−
32q5q6q17− 32q5q7q16− 16q5q8q15 + 16q5q9q14− 16q5q10q13− 32q5q11q12− 32q6q7q15− 16q6q8q14 +
16q6q9q13−32q6q10q12−32q7q8q13−32q7q10q11−32q2q13q14+16q4q7q18+32q4q8q17−32q4q12q13−
32q5q6q18−32q5q7q17−16q5q8q16 +16q5q10q14−32q5q11q13−32q6q7q16−16q6q8q15−32q6q11q12−
32q7q8q14− 16q7q9q13− 16q8q9q12− 32q3q13q14 + 16q4q8q18− 32q5q6q19− 32q5q7q18− 32q5q8q17−
16q5q11q14−32q5q12q13−32q6q7q17−32q6q8q16+16q6q10q14−32q6q11q13−32q7q8q15−32q7q11q12−
16q8q9q13−64q9q10q11−32q0q15q16 +16q4q8q19−32q4q13q14−16q5q6q20−16q5q7q19−16q5q8q18−
32q5q12q14−32q6q7q18−32q6q8q17−32q6q12q13−32q7q8q16−16q7q10q14−16q8q9q14−16q8q10q13−
64q9q10q12−32q0q15q17−32q1q15q16−16q5q7q20−16q5q8q19−32q5q13q14−32q6q7q19−32q6q8q18−
32q6q12q14−32q7q8q17−32q7q12q13−16q8q10q14−64q9q10q13−96q9q11q12−16q0q15q18−32q0q16q17−
32q1q15q17−32q2q15q16−16q5q8q20−16q6q7q20−16q6q8q19−32q6q13q14−32q7q8q18−16q8q11q14−
64q9q10q14 − 32q9q11q13 − 64q10q11q12 − 16q0q15q19 − 32q0q16q18 − 32q1q15q18 − 32q1q16q17 −
32q2q15q17−32q3q15q16−16q6q8q20−32q7q8q19−32q7q13q14−32q9q10q15−32q9q11q14−64q9q12q13−
96q10q11q13 + 16q0q15q20 − 16q0q16q19 − 32q0q17q18 + 16q1q15q19 − 32q1q16q18 − 32q2q16q17 −
32q4q15q16 − 16q7q8q20 − 32q9q10q16 − 16q9q11q15 − 32q9q12q14 − 64q10q11q14 − 96q10q12q13 −
16q0q16q20 − 32q0q17q19 − 32q1q16q19 − 32q1q17q18 − 16q2q15q19 − 32q2q16q18 − 16q3q15q18 −
32q3q16q17 − 32q5q15q16 − 32q9q10q17 − 32q9q11q16 − 16q9q12q15 − 64q9q13q14 − 32q10q11q15 −
32q10q12q14 − 64q11q12q13 − 16q0q17q20 − 32q0q18q19 + 16q1q16q20 − 32q1q17q19 − 32q2q17q18 −
16q3q15q19−32q4q16q17−32q5q15q17−32q6q15q16−32q9q10q18−32q9q11q17−16q9q12q16−16q9q13q15−
32q10q11q16 − 16q10q12q15 − 64q10q13q14 − 96q11q12q14 − 32q0q18q20 − 32q1q17q20 − 32q1q18q19 −
16q2q16q20−32q2q17q19−16q3q15q20−16q3q16q19−32q3q17q18−16q5q15q18−32q5q16q17−32q6q15q17−
32q7q15q16 − 32q9q10q19 − 32q9q11q18 − 32q9q12q17 − 16q9q13q16 − 16q9q14q15 − 32q10q11q17 −
32q10q12q16 − 16q10q13q15 − 32q11q12q15 − 64q11q13q14 − 32q0q19q20 − 32q1q18q20 − 32q2q18q19 −
16q3q16q20−32q4q17q18+16q5q15q19−32q5q16q18−32q6q16q17−16q9q10q20−16q9q11q19−16q9q12q18−
32q10q11q18 − 32q10q12q17 − 16q10q13q16 − 16q10q14q15 − 32q11q12q16 − 16q11q13q15 − 64q12q13q14 −
32q1q19q20−32q2q18q20−16q3q17q20−32q3q18q19+16q5q15q20−16q5q16q19−32q5q17q18+16q6q15q19−
32q6q16q18 − 32q7q16q17 − 16q9q11q20 − 16q9q12q19 − 16q9q13q18 − 32q9q15q16 − 32q10q11q19 −
32q10q12q18 − 32q10q13q17 − 16q10q14q16 − 32q11q12q17 − 32q11q13q16 − 16q11q14q15 − 32q12q13q15 −
32q2q19q20−32q4q18q19+16q5q16q20−32q5q17q19−32q6q17q18−16q7q15q19−16q8q15q18−16q9q12q20−
16q9q13q19 − 16q9q15q17 − 16q10q11q20 − 16q10q12q19 − 16q10q13q18 − 32q10q15q16 − 32q11q12q18 −
32q11q13q17 − 16q11q14q16 − 32q12q13q16 − 16q12q14q15 − 32q3q19q20 − 16q5q17q20 − 32q5q18q19 +
16q6q16q20−32q6q17q19−32q7q17q18−16q8q15q19−16q9q13q20−16q9q14q19−16q9q15q18−32q9q16q17−
16q10q12q20 − 16q10q13q19 − 16q10q14q18 − 32q10q15q17 − 32q11q12q19 − 32q11q13q18 − 32q11q14q17 −
32q11q15q16 − 32q12q13q17 − 32q12q14q16 − 32q13q14q15 − 32q4q19q20 − 32q5q18q20 − 32q6q18q19 −
16q7q16q20 − 16q8q15q20 − 16q8q16q19 − 16q9q14q20 − 16q9q15q19 − 16q9q16q18 − 16q10q13q20 −
16q10q14q19 − 16q10q15q18 − 32q10q16q17 − 16q11q12q20 − 16q11q13q19 − 16q11q14q18 − 32q11q15q17 −
32q12q13q18 − 32q12q14q17 − 32q12q15q16 − 32q13q14q16 − 32q5q19q20 − 32q6q18q20 − 32q7q18q19 −
16q8q16q20 − 16q9q15q20 − 16q9q16q19 − 32q9q17q18 − 16q10q14q20 − 16q10q15q19 − 32q10q16q18 −
16q11q13q20 − 16q11q14q19 − 32q11q15q18 − 32q11q16q17 − 32q12q13q19 − 32q12q14q18 − 32q12q15q17 −
32q13q14q17 − 32q13q15q16 − 32q6q19q20 − 16q8q17q20 − 16q9q16q20 − 16q9q17q19 − 16q10q15q20 −
16q10q16q19 − 32q10q17q18 − 16q11q14q20 − 16q11q15q19 − 32q11q16q18 − 16q12q13q20 − 16q12q14q19 −
32q12q15q18 − 32q12q16q17 − 32q13q14q18 − 32q13q15q17 − 32q14q15q16 − 32q7q19q20 − 16q9q17q20 −
32q9q18q19 − 16q10q16q20 − 32q10q17q19 − 32q11q16q19 − 32q11q17q18 − 16q12q14q20 − 16q12q15q19 −
32q12q16q18 − 32q13q14q19 − 16q13q15q18 − 32q13q16q17 − 16q14q15q17 − 16q9q18q20 − 16q10q17q20 −
32q10q18q19 − 16q11q16q20 − 32q11q17q19 − 32q12q16q19 − 32q12q17q18 − 16q13q14q20 − 16q13q15q19 −
32q13q16q18 − 16q14q15q18 − 32q14q16q17 − 32q9q19q20 − 32q10q18q20 − 32q11q17q20 − 32q11q18q19 −
16q12q16q20 − 32q12q17q19 − 16q13q15q20 − 16q13q16q19 − 32q13q17q18 − 16q14q15q19 − 16q14q16q18 −
64q15q16q17 − 32q10q19q20 − 32q11q18q20 − 32q12q17q20 − 32q12q18q19 − 16q13q16q20 − 32q13q17q19 −
16q14q15q20 − 16q14q16q19 − 32q14q17q18 − 64q15q16q18 − 32q11q19q20 − 32q12q18q20 − 16q13q17q20 −
32q13q18q19 − 16q14q16q20 − 16q14q17q19 − 64q15q16q19 − 96q15q17q18 − 32q12q19q20 − 32q13q18q20 −
16q14q17q20 − 32q14q18q19 − 32q15q16q20 − 64q16q17q18 − 32q13q19q20 − 16q14q18q20 − 32q15q17q20 −
64q15q18q19 − 96q16q17q19 − 32q14q19q20 − 32q15q18q20 − 32q16q17q20 − 64q16q18q19 − 64q15q19q20 −
32q16q18q20 − 64q17q18q19 − 64q16q19q20 − 64q17q18q20 − 64q17q19q20 − 32q18q19q20 + 64q0q1q2q3 +
32q0q1q4q5 + 32q0q1q5q6 + 32q0q2q4q6 + 32q1q2q4q5 − 32q0q1q4q8 − 32q0q2q4q7 − 32q0q3q4q6 +
32q0q1q6q7 + 32q0q2q5q7 + 32q0q3q4q7 + 32q1q2q5q6 + 32q1q3q4q6 + 32q2q3q4q5 − 32q1q2q4q8 −
32q1q3q4q7 + 32q0q1q7q8 + 32q0q2q6q8 + 32q0q3q5q8 + 32q1q2q6q7 + 32q1q3q5q7 + 32q2q3q5q6 −
32q2q3q4q8 + 32q1q2q7q8 + 32q1q3q6q8 + 32q2q3q6q7 + 32q0q1q9q10 + 32q2q3q7q8 + 32q0q1q10q11 +
32q0q2q9q11 +32q1q2q9q10 +64q4q5q6q7−64q4q5q6q8 +32q0q1q11q12 +32q0q2q10q12 +32q0q3q9q12 +
32q1q2q10q11+32q1q3q9q11+32q2q3q9q10+64q4q5q7q8−64q4q6q7q8+32q0q1q12q13+32q0q2q11q13+
32q0q3q10q13 + 32q1q2q11q12 + 32q1q3q10q12 + 32q2q3q10q11 + 64q5q6q7q8 + 32q0q1q13q14 +
32q0q2q12q14 + 32q0q3q11q14 + 32q1q2q12q13 + 32q1q3q11q13 + 32q2q3q11q12 + 32q4q5q9q10 +
32q1q2q13q14+32q1q3q12q14+32q2q3q12q13+32q4q5q10q11+32q4q6q9q11+32q5q6q9q10−32q4q5q9q13−
32q4q6q9q12−32q4q7q9q11−32q4q8q9q10+32q0q1q15q16+32q2q3q13q14+32q4q5q11q12+32q4q6q10q12+
32q4q7q9q12+32q5q6q10q11+32q5q7q9q11+32q6q7q9q10−32q4q5q10q14−32q4q6q10q13−32q4q7q10q12−
32q4q8q10q11 + 32q0q1q16q17 + 32q0q2q15q17 + 32q1q2q15q16 + 32q4q5q12q13 + 32q4q6q11q13 +
32q4q7q10q13+32q4q8q9q13+32q5q6q11q12+32q5q7q10q12+32q5q8q9q12+32q6q7q10q11+32q6q8q9q11+
32q7q8q9q10 − 32q4q6q11q14 − 32q4q7q11q13 − 32q4q8q11q12 + 32q0q1q17q18 + 32q0q2q16q18 +
32q0q3q15q18 + 32q1q2q16q17 + 32q1q3q15q17 + 32q2q3q15q16 + 32q4q5q13q14 + 32q4q6q12q14 +
32q4q7q11q14 + 32q4q8q10q14 + 32q5q6q12q13 + 32q5q7q11q13 + 32q5q8q10q13 + 32q6q7q11q12 +
32q6q8q10q12 + 32q7q8q10q11 − 32q4q7q12q14 − 32q4q8q12q13 + 32q0q1q18q19 + 32q0q2q17q19 +
32q0q3q16q19 + 32q1q2q17q18 + 32q1q3q16q18 + 32q2q3q16q17 + 32q5q6q13q14 + 32q5q7q12q14 +
32q5q8q11q14 + 32q6q7q12q13 + 32q6q8q11q13 + 32q7q8q11q12 − 32q4q8q13q14 + 32q0q1q19q20 +
32q0q2q18q20 + 32q0q3q17q20 + 32q1q2q18q19 + 32q1q3q17q19 + 32q2q3q17q18 + 32q4q5q15q16 +
32q6q7q13q14 + 32q6q8q12q14 + 32q7q8q12q13 + 32q1q2q19q20 + 32q1q3q18q20 + 32q2q3q18q19 +
32q4q5q16q17 + 32q4q6q15q17 + 32q5q6q15q16 + 32q7q8q13q14 + 64q9q10q11q12 − 32q4q5q15q19 −
32q4q6q15q18 − 32q4q7q15q17 − 32q4q8q15q16 + 32q2q3q19q20 + 32q4q5q17q18 + 32q4q6q16q18 +
32q4q7q15q18 + 32q5q6q16q17 + 32q5q7q15q17 + 32q6q7q15q16 + 64q9q10q12q13 − 32q4q5q16q20 −
32q4q6q16q19 − 32q4q7q16q18 − 32q4q8q16q17 + 32q4q5q18q19 + 32q4q6q17q19 + 32q4q7q16q19 +
32q4q8q15q19 + 32q5q6q17q18 + 32q5q7q16q18 + 32q5q8q15q18 + 32q6q7q16q17 + 32q6q8q15q17 +
32q7q8q15q16 + 64q9q10q13q14 + 64q9q11q12q14 + 64q10q11q12q13 − 32q4q6q17q20 − 32q4q7q17q19 −
32q4q8q17q18 + 32q4q5q19q20 + 32q4q6q18q20 + 32q4q7q17q20 + 32q4q8q16q20 + 32q5q6q18q19 +
32q5q7q17q19 + 32q5q8q16q19 + 32q6q7q17q18 + 32q6q8q16q18 + 32q7q8q16q17 + 64q10q11q13q14 −
32q4q7q18q20 − 32q4q8q18q19 + 32q5q6q19q20 + 32q5q7q18q20 + 32q5q8q17q20 + 32q6q7q18q19 +
32q6q8q17q19 + 32q7q8q17q18 + 32q9q10q15q16 + 64q11q12q13q14 − 32q4q8q19q20 + 32q6q7q19q20 +
32q6q8q18q20 + 32q7q8q18q19 + 32q9q10q16q17 + 32q9q11q15q17 + 32q10q11q15q16 + 32q7q8q19q20 +
32q9q10q17q18 + 32q9q11q16q18 + 32q9q12q15q18 + 32q10q11q16q17 + 32q10q12q15q17 + 32q11q12q15q16 +
32q9q10q18q19 + 32q9q11q17q19 + 32q9q12q16q19 + 32q9q13q15q19 + 32q10q11q17q18 + 32q10q12q16q18 +
32q10q13q15q18+32q11q12q16q17+32q11q13q15q17+32q12q13q15q16+32q9q10q19q20+32q9q11q18q20+
32q9q12q17q20 + 32q9q13q16q20 + 32q9q14q15q20 + 32q10q11q18q19 + 32q10q12q17q19 + 32q10q13q16q19 +
32q10q14q15q19+32q11q12q17q18+32q11q13q16q18+32q11q14q15q18+32q12q13q16q17+32q12q14q15q17+
32q13q14q15q16+32q10q11q19q20+32q10q12q18q20+32q10q13q17q20+32q10q14q16q20+32q11q12q18q19+
32q11q13q17q19+32q11q14q16q19+32q12q13q17q18+32q12q14q16q18+32q13q14q16q17+32q11q12q19q20+
32q11q13q18q20+32q11q14q17q20+32q12q13q18q19+32q12q14q17q19+32q13q14q17q18+32q12q13q19q20+
32q12q14q18q20+32q13q14q18q19+32q13q14q19q20+64q15q16q17q18+64q15q16q18q19+64q15q16q19q20+
64q15q17q18q20 + 64q16q17q18q19 + 64q16q17q19q20 + 64q17q18q19q20 + 2056
A complete expression of E2(q) in 92-order H matrix using Turyn based method with
δ = 103, 328
E2(q) = 310192q21 − 336q1 − 320q2 − 264q3 − 144q4 − 272q5 − 248q6 − 200q7 − 96q8 − 328q9 −
384q10 − 408q11 − 408q12 − 384q13 − 328q14 − 328q15 − 368q16 − 376q17 − 368q18 − 328q19 −
248q20 − 344q0 + 310144q22 + 310112q23 + 310016q24 + 310056q25 + 310040q26 + 310024q27 +
310040q28+310056q29+310072q30+310072q31+310056q32+310040q33+310064q34+310064q35+
310064q36+310040q37+310176q38+310144q39+310016q40+310072q41+310056q42+310008q43+
310040q44+310056q45+310072q46+310072q47+310056q48+310040q49+310056q50+310080q51+
310056q52+310040q53+310160q54+310016q55+310040q56+310040q57+310024q58+310040q59+
310056q60+310056q61+310056q62+310056q63+310040q64+310056q65+310048q66+310056q67+
310040q68+310016q69+310008q70+310008q71+310024q72+310040q73+310040q74+310040q75+
310040q76+310040q77+310040q78+310032q79+310032q80+310032q81+310040q82+310080q83+
310048q84+310016q85+309920q86+310000q87+310016q88+310016q89+310016q90+310016q91+
310016q92+310016q93+310016q94+310016q95+310016q96+310192q97+310128q98+310064q99+
310024q100 + 310040q101 + 310056q102 + 310056q103 + 310040q104 + 310024q105 + 310048q106 +
310064q107 + 310048q108 + 310024q109 + 310144q110 + 310096q111 + 310024q112 + 310040q113 +
310040q114 + 310040q115 + 310040q116 + 310024q117 + 310040q118 + 310048q119 + 310040q120 +
310024q121 + 310160q122 + 310024q123 + 310024q124 + 310024q125 + 310024q126 + 310024q127 +
310024q128 + 310024q129 + 310016q130 + 310024q131 + 310024q132 + 310008q133 + 310008q134 +
310008q135 + 310008q136 + 310000q137 + 310000q138 + 310192q139 + 310160q140 + 310128q141 +
310112q142 + 310080q143 + 310048q144 + 310048q145 + 310048q146 + 310048q147 + 310048q148 +
310208q149 + 310160q150 + 310160q151 + 310112q152 + 310056q153 + 310064q154 + 310064q155 +
310064q156 + 310056q157 + 310224q158 + 310160q159 + 310128q160 + 310056q161 + 310072q162 +
310080q163 + 310072q164 + 310056q165 + 310208q166 + 310160q167 + 310056q168 + 310072q169 +
310080q170 + 310072q171 + 310056q172 + 310192q173 + 310056q174 + 310064q175 + 310064q176 +
310064q177 + 310056q178 + 310048q179 + 310048q180 + 310048q181 + 310048q182 + 310048q183 +
310184q184 + 310152q185 + 310136q186 + 310104q187 + 310056q188 + 310200q189 + 310152q190 +
310136q191 + 310088q192 + 310200q193 + 310152q194 + 310104q195 + 310184q196 + 310136q197 +
310184q198 + 103328q0q1 + 103328q0q2 + 103328q0q3 + 103328q1q2 + 103328q0q4 + 103328q1q3 +
103328q0q5 + 103328q1q4 + 103328q2q3 + 103328q0q6 + 103328q1q5 + 103328q2q4 + 103328q0q7 +
103328q1q6 + 103328q2q5 + 103328q3q4 + 8q0q8 + 103328q1q7 + 103328q2q6 + 103328q3q5 +
103328q0q9 +8q1q8 +103328q2q7 +103328q3q6 +103328q4q5 +103328q0q10 +103328q1q9 +8q2q8 +
103328q3q7 + 103328q4q6 + 103328q0q11 + 103328q1q10 + 103328q2q9 + 24q3q8 + 103328q4q7 +
103328q5q6 +103328q0q12 +103328q1q11 +103328q2q10 +103328q3q9 +103328q4q8 +103328q5q7 +
103328q0q13+103328q1q12+103328q2q11+103328q3q10+103328q4q9+103328q5q8+103328q6q7+
56q0q14 + 103328q1q13 + 103328q2q12 + 103328q3q11 + 103328q4q10 + 103328q5q9 + 103328q6q8 +
103328q0q15 + 56q1q14 + 103328q2q13 + 103328q3q12 + 103328q4q11 + 103328q5q10 + 103328q6q9 +
103328q7q8 + 103328q0q16 + 103328q1q15 + 56q2q14 + 103328q3q13 + 103328q4q12 + 103328q5q11 +
103328q6q10 + 103328q7q9 + 103328q0q17 + 103328q1q16 + 103328q2q15 + 56q3q14 + 103328q4q13 +
103328q5q12+103328q6q11+103328q7q10+103328q8q9+103328q0q18+103328q1q17+103328q2q16+
103328q3q15 + 16q4q14 + 103328q5q13 + 103328q6q12 + 103328q7q11 + 103328q8q10 + 103328q0q19 +
103328q1q18 + 103328q2q17 + 103328q3q16 + 103328q4q15 + 40q5q14 + 103328q6q13 + 103328q7q12 +
103328q8q11 + 103328q9q10 + 40q0q20 + 103328q1q19 + 103328q2q18 + 103328q3q17 + 103328q4q16 +
103328q5q15+40q6q14+103328q7q13+24q8q12+103328q9q11−206656q0q21+40q1q20+103328q2q19+
103328q3q18 + 103328q4q17 + 103328q5q16 + 103328q6q15 + 40q7q14 + 24q8q13 + 103328q9q12 +
103328q10q11−206656q0q22−206656q1q21 +40q2q20 +103328q3q19 +103328q4q18 +103328q5q17 +
103328q6q16 + 103328q7q15 + 24q8q14 + 103328q9q13 + 103328q10q12 − 206656q0q23 − 64q2q21 +
40q3q20 + 103328q4q19 + 103328q5q18 + 103328q6q17 + 103328q7q16 + 103328q8q15 + 103328q9q14 +
103328q10q13+103328q11q12−206656q0q24−206656q2q22−96q3q21+103328q5q19+103328q6q18+
103328q7q17+103328q8q16+103328q9q15+103328q10q14+103328q11q13−206656q0q25−32q3q22−
32q4q21 + 24q5q20 + 103328q6q19 + 103328q7q18 + 103328q8q17 + 103328q9q16 + 103328q10q15 +
103328q11q14 + 103328q12q13 − 206656q0q26 − 206656q3q23 − 32q5q21 + 24q6q20 + 103328q7q19 +
16q8q18 + 103328q9q17 + 103328q10q16 + 103328q11q15 + 103328q12q14 − 206656q0q27 − 32q5q22 −
32q6q21 + 24q7q20 + 24q8q19 + 103328q9q18 + 103328q10q17 + 103328q11q16 + 103328q12q15 +
103328q13q14−206656q0q28−206656q4q24−16q5q23−32q6q22−32q7q21 +24q8q20 +103328q9q19 +
103328q10q18 + 103328q11q17 + 103328q12q16 + 103328q13q15 − 206656q0q29 − 16q5q24 + 56q9q20 +
103328q10q19 + 103328q11q18 + 103328q12q17 + 103328q13q16 + 103328q14q15 − 206656q0q30 −
206656q5q25 − 16q6q24 − 32q9q21 + 56q10q20 + 103328q11q19 + 103328q12q18 + 103328q13q17 +
103328q14q16 − 206656q0q31 − 32q6q25 + 16q7q24 − 16q8q23 − 16q9q22 − 32q10q21 + 56q11q20 +
103328q12q19+103328q13q18+103328q14q17+103328q15q16−206656q0q32−206656q6q26−32q7q25+
16q8q24−16q9q23−32q10q22−32q11q21 +56q12q20 +103328q13q19 +103328q14q18 +103328q15q17−
206656q0q33 − 32q7q26 − 16q8q25 − 16q10q23 − 32q11q22 − 32q12q21 + 56q13q20 + 103328q14q19 +
103328q15q18 + 103328q16q17 − 206656q0q34 − 206656q7q27 − 32q8q26 − 32q11q23 − 32q12q22 −
32q13q21 +56q14q20 +103328q15q19 +103328q16q18−206656q0q35−32q8q27−32q12q23−32q13q22−
32q14q21 + 103328q15q20 + 103328q16q19 + 103328q17q18 − 206656q0q36 − 16q13q23 − 16q14q22 −
32q15q21 + 103328q16q20 + 103328q17q19 − 206656q0q37 − 206656q9q28 − 16q14q23 − 16q15q22 −
32q16q21+103328q17q20+103328q18q19−32q10q28−16q15q23−32q16q22−32q17q21+103328q18q20−
206656q1q38 − 206656q10q29 − 32q11q28 − 16q16q23 − 32q17q22 − 32q18q21 + 103328q19q20 −
206656q1q39−206656q2q38−32q11q29−16q12q28−32q17q23−32q18q22−32q19q21−206656q1q40−
64q3q38 − 206656q11q30 − 32q12q29 − 16q13q28 − 16q18q23 − 16q19q22 − 16q20q21 − 206656q1q41 −
206656q3q39 − 32q4q38 − 32q12q30 − 16q13q29 + 16q14q28 − 16q19q23 − 16q20q22 − 206656q1q42 −
32q5q38− 206656q12q31− 32q13q30− 16q14q29− 16q20q23− 206656q1q43− 206656q4q40− 32q5q39−
32q6q38 − 32q13q31 − 16q14q30 − 206656q1q44 − 48q5q40 − 32q6q39 − 32q7q38 − 206656q13q32 −
32q14q31−206656q1q45−206656q5q41−32q14q32−206656q1q46−32q6q41−32q9q38−206656q1q47−
206656q6q42 − 32q7q41 + 48q8q40 − 16q9q39 − 32q10q38 − 206656q15q33 − 206656q1q48 − 32q7q42 −
32q8q41 − 32q10q39 − 32q11q38 − 32q16q33 − 206656q1q49 − 206656q7q43 − 32q8q42 − 32q11q39 −
32q12q38 − 206656q16q34 − 32q17q33 − 206656q1q50 − 32q8q43 − 32q12q39 − 32q13q38 − 32q17q34 −
16q18q33−206656q1q51−32q13q39−32q14q38−206656q17q35−32q18q34−16q19q33−206656q1q52−
206656q9q44 − 16q14q39 − 32q15q38 − 32q18q35 − 16q19q34 + 16q20q33 − 206656q1q53 − 32q10q44 −
16q15q39 − 32q16q38 − 206656q18q36 − 32q19q35 − 16q20q34 − 206656q10q45 − 32q11q44 − 32q16q39 −
32q17q38 − 32q19q36 − 16q20q35 − 206656q2q54 − 32q11q45 − 32q12q44 − 32q17q39 − 32q18q38 −
206656q19q37 − 32q20q36 − 206656q2q55 − 206656q3q54 − 206656q11q46 − 32q12q45 + 16q13q44 −
32q18q39−32q19q38−32q20q37−206656q2q56−32q4q54−32q12q46−32q13q45−16q19q39−16q20q38−
206656q2q57−206656q4q55−32q5q54−206656q12q47−32q13q46+16q14q45−16q20q39−206656q2q58−
16q5q55 − 32q6q54 − 32q13q47 − 32q14q46 − 206656q2q59 − 206656q5q56 − 32q6q55 − 32q7q54 −
206656q13q48−32q14q47−206656q2q60−32q6q56+32q7q55−32q14q48−206656q2q61−206656q6q57−
32q7q56 + 16q8q55 − 32q9q54 − 206656q2q62 − 32q7q57 − 32q10q54 − 206656q15q49 − 206656q2q63 −
206656q7q58− 32q8q57− 32q11q54− 32q16q49− 206656q2q64− 32q8q58− 32q12q54− 206656q16q50−
32q17q49−206656q2q65−32q13q54−32q17q50−32q18q49−206656q2q66−206656q9q59−32q14q54−
206656q17q51 − 32q18q50 + 16q19q49 − 206656q2q67 − 32q10q59 − 32q15q54 − 32q18q51 − 32q19q50 −
206656q2q68−206656q10q60−32q11q59−32q16q54−206656q18q52−32q19q51+16q20q50−32q11q60−
32q17q54 − 32q19q52 − 32q20q51 − 206656q3q69 − 206656q11q61 − 32q12q60 − 16q13q59 − 32q18q54 −
206656q19q53−32q20q52−206656q3q70−206656q4q69−32q12q61−32q19q54−32q20q53−206656q3q71−
16q5q69− 206656q12q62− 32q13q61− 16q14q60− 16q20q54− 206656q3q72− 206656q5q70 + 16q6q69−
32q13q62 + 64q21q54− 206656q3q73− 32q6q70− 16q7q69− 206656q13q63− 32q14q62− 206656q3q74−
206656q6q71 +16q8q69−32q14q63−206656q3q75−32q7q71−16q8q70−206656q3q76−206656q7q72−
206656q15q64 − 206656q3q77 − 32q8q72 − 32q16q64 − 206656q3q78 − 206656q16q65 − 32q17q64 −
206656q3q79−206656q9q73−32q17q65−206656q3q80−32q10q73−206656q17q66−32q18q65−16q19q64−
206656q3q81 − 206656q10q74 − 32q18q66 − 206656q3q82 − 32q11q74 − 16q12q73 − 206656q18q67 −
32q19q66 − 16q20q65 − 206656q11q75 − 16q13q73 − 32q19q67 − 206656q4q83 − 32q12q75 − 16q13q74 −
16q14q73 − 206656q19q68 − 32q20q67 − 206656q4q84 − 206656q5q83 − 206656q12q76 − 16q14q74 −
32q20q68 − 206656q4q85 − 64q6q83 − 32q13q76 − 16q14q75 − 206656q4q86 − 206656q6q84 − 32q7q83 −
206656q13q77−206656q4q87−64q7q84−32q14q77−206656q4q88−206656q7q85+96q8q84−16q9q83−
206656q4q89−64q8q85−16q10q83−206656q15q78−206656q4q90−206656q8q86−16q10q84−16q11q83−
32q16q78−206656q4q91+16q9q86+16q10q85−16q12q83−206656q16q79−206656q4q92−206656q9q87+
16q10q86−16q13q83−32q17q79−16q18q78−206656q4q93−32q10q87+16q11q86−16q13q84−16q14q83−
206656q17q80−16q19q78−206656q4q94−206656q10q88+16q12q86+16q13q85−16q15q83−32q18q80−
16q19q79 − 16q20q78 − 206656q4q95 − 32q11q88 + 16q13q86 − 16q16q83 − 206656q18q81 − 16q20q79 −
206656q4q96 − 206656q11q89 + 16q14q86 − 16q16q84 − 32q17q83 − 32q19q81 − 16q20q80 − 32q12q89 +
16q15q86+16q16q85−16q18q83−206656q19q82−206656q5q97−206656q12q90+16q16q86−16q18q84−
16q19q83−32q20q82−206656q5q98−206656q6q97−32q13q90 + 32q17q86 + 16q18q85−206656q5q99−
64q7q97−206656q13q91 + 16q18q86 + 32q21q83−206656q5q100−206656q7q98−32q8q97−32q14q91 +
16q19q86− 206656q5q101− 32q8q98− 32q9q97 + 32q22q84− 206656q5q102− 206656q8q99− 16q9q98−
32q10q97 − 206656q15q92 − 32q21q86 − 32q22q85 − 32q23q84 − 206656q5q103 − 16q9q99 − 32q10q98 −
32q11q97 − 32q16q92 + 32q23q85 − 206656q5q104 − 206656q9q100 − 16q10q99 − 32q11q98 − 32q12q97 −
206656q16q93−206656q5q105−32q10q100−32q11q99−32q12q98−32q13q97−32q17q93−206656q5q106−
206656q10q101 − 32q11q100 − 32q12q99 − 32q13q98 − 32q14q97 − 206656q17q94 − 206656q5q107 −
32q11q101−16q12q100−16q13q99−16q14q98−32q15q97−32q18q94−206656q5q108−206656q11q102−
32q12q101 +16q13q100−16q14q99−16q15q98−32q16q97−206656q18q95−206656q5q109−32q12q102−
16q13q101 + 16q14q100 − 16q15q99 − 32q16q98 − 32q17q97 − 32q19q95 − 206656q12q103 − 32q13q102 +
16q14q101−16q16q99−32q17q98−32q18q97−206656q19q96−206656q6q110−32q13q103−16q14q102−
32q17q99 − 32q18q98 − 32q19q97 − 32q20q96 − 206656q6q111 − 206656q7q110 − 206656q13q104 −
32q14q103 − 16q18q99 − 16q19q98 − 16q20q97 − 206656q6q112 − 32q14q104 − 16q19q99 − 16q20q98 +
32q21q97 − 206656q6q113 − 206656q8q111 − 32q9q110 − 16q20q99 − 206656q6q114 − 16q9q111 −
32q10q110 − 206656q15q105 + 32q22q98 − 206656q6q115 − 206656q9q112 − 32q10q111 − 32q11q110 −
32q16q105 + 32q38q83 − 206656q6q116 − 32q10q112 − 32q11q111 − 32q12q110 − 206656q16q106 −
32q17q105 + 32q23q99 − 206656q6q117 − 206656q10q113 − 32q11q112 − 32q12q111 − 32q13q110 −
32q17q106−16q18q105+32q39q84−206656q6q118−32q11q113−32q13q111−32q14q110−206656q17q107−
32q18q106+16q19q105−32q38q86−32q39q85−206656q6q119−206656q11q114−32q12q113+16q13q112−
16q14q111− 32q15q110− 32q18q107− 16q19q106 + 16q20q105− 206656q6q120− 32q12q114− 16q15q111−
32q16q110 − 206656q18q108 − 32q19q107 + 16q20q106 − 206656q6q121 − 206656q12q115 − 32q13q114 +
16q14q113 − 32q16q111 − 32q17q110 − 32q19q108 − 16q20q107 − 32q13q115 − 32q17q111 − 32q18q110 −
206656q19q109 − 32q20q108 − 206656q7q122 − 206656q13q116 − 32q14q115 − 32q18q111 − 32q19q110 −
32q20q109 − 206656q7q123 − 206656q8q122 − 32q14q116 − 16q19q111 − 16q20q110 − 206656q7q124 −
32q9q122 − 16q20q111 + 32q21q110 − 206656q7q125 − 206656q9q123 − 32q10q122 − 206656q15q117 −
206656q7q126 − 32q10q123 − 32q11q122 − 32q16q117 + 32q22q111 − 206656q7q127 − 206656q10q124 −
32q12q122 − 206656q16q118 − 32q17q117 − 206656q7q128 − 32q11q124 − 32q13q122 − 32q17q118 +
32q38q97 − 206656q7q129 − 206656q11q125 − 16q13q123 − 32q14q122 − 206656q17q119 − 32q18q118 +
16q19q117−206656q7q130−32q12q125−32q15q122−32q18q119+32q39q98+32q54q83−206656q7q131−
206656q12q126 − 16q14q124 − 32q16q122 − 206656q18q120 − 32q19q119 + 16q20q118 − 206656q7q132 −
32q13q126 − 32q17q122 − 32q19q120 − 206656q13q127 − 32q18q122 − 206656q19q121 − 32q20q120 −
32q54q86 − 206656q8q133 − 32q14q127 − 32q19q122 − 32q20q121 − 206656q8q134 − 206656q9q133 −
16q20q122−206656q8q135−206656q15q128+32q21q122−206656q8q136−206656q10q134−32q16q128−
206656q8q137−16q12q133−206656q16q129−206656q8q138−206656q11q135−16q13q133−32q17q129−
16q13q134 − 16q14q133 − 206656q17q130 − 16q19q128 − 206656q9q139 − 16q14q134 − 32q18q130 +
32q38q110−206656q9q140−206656q10q139−16q14q135−206656q18q131−16q20q129−206656q9q141−
64q11q139 − 32q19q131 + 32q39q111 − 206656q9q142 − 206656q11q140 − 64q12q139 − 206656q15q136 −
206656q19q132 + 32q54q97 − 206656q9q143 − 96q12q140 − 64q13q139 − 32q20q132 − 206656q9q144 −
206656q12q141 − 32q13q140 − 64q14q139 − 206656q16q137 − 206656q9q145 − 64q13q141 − 32q14q140 −
32q15q139 − 16q18q136 − 206656q9q146 − 206656q13q142 − 32q14q141 − 16q15q140 − 32q16q139 −
206656q17q138 − 16q19q136 − 206656q9q147 − 64q14q142 − 16q15q141 − 32q16q140 − 32q17q139 −
16q19q137 − 16q20q136 − 206656q9q148 − 206656q14q143 − 16q15q142 − 16q16q141 − 32q17q140 −
32q18q139 − 16q20q137 − 16q15q143 − 16q16q142 − 32q17q141 − 32q18q140 − 32q19q139 − 16q20q138 −
206656q10q149−206656q15q144−16q18q141−16q19q140−16q20q139−206656q10q150−206656q11q149−
32q16q144 − 16q18q142 − 16q19q141 − 16q20q140 + 32q21q139 + 32q38q122 − 206656q10q151 −
64q12q149 − 206656q16q145 − 16q17q144 − 16q19q142 − 16q20q141 − 206656q10q152 − 206656q12q150 −
96q13q149 − 32q17q145 − 16q18q144 − 16q19q143 − 16q20q142 + 32q22q140 − 206656q10q153 −
96q13q150 − 64q14q149 − 206656q17q146 − 16q18q145 − 16q19q144 − 16q20q143 − 206656q10q154 −
206656q13q151−32q14q150−32q15q149−32q18q146−16q19q145−16q20q144 +32q23q141 +32q54q110−
206656q10q155 − 64q14q151 − 16q15q150 − 32q16q149 − 206656q18q147 − 16q19q146 − 16q20q145 −
206656q10q156 − 206656q14q152 − 16q15q151 − 32q16q150 − 32q17q149 − 32q19q147 − 16q20q146 −
206656q10q157 − 16q15q152 − 16q16q151 − 32q17q150 − 32q18q149 − 206656q19q148 − 16q20q147 −
206656q15q153 − 16q16q152 − 32q17q151 − 32q18q150 − 32q19q149 − 32q20q148 − 206656q11q158 −
32q16q153 − 16q18q151 − 16q19q150 − 16q20q149 − 206656q11q159 − 206656q12q158 − 206656q16q154 −
32q17q153−16q18q152−16q19q151−16q20q150 +32q21q149−206656q11q160−64q13q158−32q17q154−
16q18q153 − 16q19q152 − 16q20q151 − 206656q11q161 − 206656q13q159 − 96q14q158 − 206656q17q155 −
32q18q154−16q19q153−16q20q152 +32q22q150−206656q11q162−64q14q159−32q15q158−32q18q155−
16q19q154 − 16q20q153 − 206656q11q163 − 206656q14q160 − 16q15q159 − 32q16q158 − 206656q18q156 −
32q19q155 − 16q20q154 + 32q23q151 − 206656q11q164 − 16q15q160 − 32q16q159 − 32q17q158 −
32q19q156 − 16q20q155 − 206656q11q165 − 206656q15q161 − 16q16q160 − 32q17q159 − 32q18q158 −
206656q19q157−32q20q156 +32q54q122−32q16q161−32q17q160−32q18q159−32q19q158−32q20q157 +
32q38q139 − 206656q12q166 − 206656q16q162 − 32q17q161 − 16q18q160 − 16q19q159 − 16q20q158 −
206656q12q167 − 206656q13q166 − 32q17q162 − 32q18q161 − 16q19q160 − 16q20q159 + 32q21q158 +
32q39q140 − 206656q12q168 − 64q14q166 − 206656q17q163 − 32q18q162 − 16q19q161 − 16q20q160 −
206656q12q169 − 206656q14q167 − 32q15q166 − 32q18q163 − 32q19q162 + 32q22q159 − 206656q12q170 −
16q15q167 − 32q16q166 − 206656q18q164 − 32q19q163 − 16q20q162 − 206656q12q171 − 206656q15q168 −
32q16q167−32q17q166−32q19q164−32q20q163 +32q23q160−206656q12q172−32q16q168−32q17q167−
32q18q166 − 206656q19q165 − 32q20q164 − 206656q16q169 − 32q17q168 − 32q18q167 − 32q19q166 −
32q20q165 − 206656q13q173 − 32q17q169 − 32q18q168 − 16q19q167 − 16q20q166 − 206656q13q174 −
206656q14q173 − 206656q17q170 − 32q18q169 − 16q19q168 − 16q20q167 + 32q21q166 + 32q38q149 −
206656q13q175 − 32q15q173 − 32q18q170 − 32q19q169 − 206656q13q176 − 206656q15q174 − 32q16q173 −
206656q18q171 − 32q19q170 − 16q20q169 + 32q22q167 + 32q39q150 − 206656q13q177 − 32q16q174 −
32q17q173 − 32q19q171 − 32q20q170 − 206656q13q178 − 206656q16q175 − 32q17q174 − 32q18q173 −
206656q19q172 − 32q20q171 − 32q17q175 − 16q18q174 − 32q19q173 − 32q20q172 − 206656q14q179 −
206656q17q176 − 32q18q175 − 16q19q174 − 16q20q173 + 32q54q139 + 64q83q110 − 206656q14q180 −
206656q15q179 − 32q18q176 − 16q19q175 − 16q20q174 + 32q21q173 − 64q83q111 − 206656q14q181 −
32q16q179 − 206656q18q177 − 32q19q176 − 16q20q175 − 206656q14q182 − 206656q16q180 − 16q17q179 −
32q19q177 − 16q20q176 + 32q38q158 − 206656q14q183 − 32q17q180 − 16q18q179 − 206656q19q178 −
32q20q177 − 206656q17q181 − 16q18q180 − 16q19q179 − 32q20q178 + 32q39q159 − 206656q15q184 −
32q18q181 − 16q19q180 − 16q20q179 − 206656q15q185 − 206656q16q184 − 206656q18q182 − 16q19q181 −
16q20q180 − 206656q15q186 − 64q17q184 − 32q19q182 − 16q20q181 − 206656q15q187 − 206656q17q185 −
64q18q184 − 206656q19q183 − 16q20q182 − 206656q15q188 − 96q18q185 − 64q19q184 − 32q20q183 +
32q54q149 − 206656q18q186 − 32q20q184 + 32q38q166 − 206656q16q189 − 64q19q186 − 32q20q185 +
32q21q184 + 64q83q122 − 206656q16q190 − 206656q17q189 − 206656q19q187 − 32q20q186 + 32q39q167 −
64q84q122 − 206656q16q191 − 64q18q189 − 64q20q187 + 32q22q185 − 206656q16q192 − 206656q18q190 −
96q19q189 − 206656q20q188 − 64q19q190 − 32q20q189 + 32q23q186 − 206656q17q193 − 206656q19q191 −
32q20q190 + 32q21q189 − 206656q17q194 − 206656q18q193 − 64q20q191 + 32q38q173 − 206656q17q195 −
64q19q193 − 206656q20q192 + 32q22q190 + 32q54q158 − 206656q19q194 − 64q20q193 − 206656q18q196 −
64q20q194 + 32q21q193 + 32q23q191 − 206656q18q197 − 206656q19q196 − 206656q20q195 − 32q20q196 +
32q22q194 − 206656q19q198 − 206656q20q197 + 32q21q196 − 206656q20q198 + 32q23q195 + 32q21q198 +
32q22q197 + 64q97q122 + 32q54q166 + 32q38q184 + 32q83q139 + 32q39q185 + 32q84q140 − 32q83q142 −
32q84q141 − 32q85q140 − 32q86q139 + 32q85q141 + 32q38q189 + 32q54q173 + 32q86q142 + 32q39q190 +
32q38q193 + 32q83q149 + 32q39q194 + 32q38q196 + 32q84q150 − 32q83q152 − 32q84q151 − 32q85q150 −
32q86q149 + 32q38q198 + 32q39q197 + 32q85q151 + 32q97q139 + 32q54q184 + 32q86q152 + 32q98q140 +
32q99q141 + 32q83q158 + 32q54q189 + 32q84q159 − 32q84q160 − 32q85q159 − 32q86q158 + 32q85q160 +
32q97q149 + 32q54q193 + 32q98q150 + 32q83q166 + 32q110q139 + 32q54q196 + 32q99q151 + 32q84q167 +
32q111q140 + 32q54q198 − 32q85q167 − 32q86q166 + 32q97q158 + 32q83q173 + 32q98q159 − 32q86q173 +
32q99q160 + 32q110q149 + 32q111q150 + 32q122q139 + 32q97q166 + 32q98q167 + 32q83q184 + 32q110q158 +
32q84q185 − 32q83q187 − 32q84q186 − 32q85q185 − 32q86q184 + 32q97q173 + 32q111q159 + 32q85q186 +
32q122q149 + 32q83q189 + 32q86q187 + 32q84q190 − 32q83q192 − 32q84q191 − 32q85q190 − 32q86q189 +
32q83q193 + 32q85q191 + 32q110q166 + 32q84q194 + 32q86q192 + 32q111q167 + 32q83q196 − 32q84q195 −
32q85q194 − 32q86q193 + 32q85q195 + 32q122q158 + 32q83q198 + 32q84q197 + 32q97q184 − 32q85q197 −
32q86q196 + 32q98q185 + 32q110q173 − 32q86q198 + 32q99q186 + 32q97q189 + 32q98q190 + 32q122q166 +
32q97q193 + 32q99q191 + 32q98q194 + 32q97q196 + 32q99q195 + 32q110q184 + 32q97q198 + 32q98q197 +
32q122q173+32q111q185+64q139q158+32q110q189+32q111q190+32q110q193+32q111q194+64q139q166+
32q110q196+32q122q184+64q140q167+32q110q198+32q111q197+32q122q189+64q139q173+32q122q193+
64q149q166+32q122q196+32q122q198+64q149q173+32q139q184+32q140q185+32q141q186+32q139q189+
32q142q187+32q140q190+32q143q188+64q158q173+32q139q193+32q141q191+32q149q184+32q140q194+
32q142q192+32q139q196+32q150q185+32q141q195+32q139q198+32q140q197+32q151q186+32q149q189+
32q152q187+32q150q190+32q149q193+32q151q191+32q158q184+32q150q194+32q152q192+32q159q185+
32q149q196+32q151q195+32q160q186+32q149q198+32q150q197+32q158q189+32q159q190+32q166q184+
32q158q193+32q160q191+32q167q185+32q159q194+32q158q196+32q160q195+32q166q189+32q158q198+
32q159q197+32q167q190+32q173q184+32q166q193+32q167q194+32q166q196+32q173q189+32q166q198+
32q167q197+32q173q193+32q173q196+32q173q198+64q184q193+64q184q196+64q184q198+64q185q197+
64q189q196 + 64q189q198 + 64q193q198 + 2056
A complete expression of E2(s) in 92-order H matrix using Turyn based method with
δ = 103, 328
E2(s) = 439290s0+439286s1+439294s2+439294s3+465068s4+465164s5+465180s6+465172s7+
258382s8 +491030s9 +491138s10 +491214s11 +465440s12 +465476s13 +258726s14 +516956s15 +
517116s16 + 517228s17 + 491472s18 + 491486s19 + 129652s20− 51724s21− 51724s22− 51716s23−
51680s24−51680s25−51676s26−51676s27−51672s28−51676s29−51688s30−51692s31−51692s32−
51672s24−51680s34−51684s35−51688s36−51684s37−51724s38−51732s39−51680s40−51684s41−
51684s42−51668s43−51672s44−51680s45−51684s46−51692s47−51692s48−51672s49−51680s50−
51688s51−51684s52−51684s53−51748s54−51680s55−51676s56−51676s57−51676s58−51672s59−
51680s60−51684s61−51684s62−51692s63−51672s64−51680s65−51680s66−51684s67−51684s68−
51680s69−51664s70−51668s71−51676s72−51672s73−51676s74−51680s75−51684s76−51684s77−
51672s78−51672s79−51676s80−51680s81−51684s82−51728s83−51696s84−51656s85−51608s86−
51664s87−51672s88−51672s89−51672s90−51672s91−51672s92−51672s93−51672s94−51672s95−
51672s96 − 51772s97 − 51732s98 − 51700s99 − 51672s100 − 51676s101 − 51680s102 − 51684s94 −
51684s104−51672s105−51680s106−51684s107−51680s108−51676s109−51772s110−51708s111−
51672s112−51680s113−51676s114−51676s115−51684s116−51672s117−51680s118−51680s119−
51676s120−51676s121−51780s122−51672s123−51672s124−51676s125−51676s117−51676s127−
51672s128−51672s129−51672s130−51676s131−51676s132−51664s133−51668s134−51672s135−
51664s136−51664s137−51668s138−51796s139−51756s140−51724s141−51708s142−51708s143−
51672s144−51676s145−51680s146−51684s147−51688s148−51796s149−51748s150−51748s151−
51724s152−51672s153−51680s154−51684s155−51688s156−51692s157−51820s158−51764s159−
51748s160−51672s161−51680s162−51688s163−51692s164−51692s165−51836s166−51796s167−
51672s168−51680s169−51688s170−51692s171−51692s172−51860s173−51672s174−51680s175−
51684s176−51688s177−51692s178−51672s179−51676s180−51680s181−51684s182−51688s183−
51844s184−51796s176−51756s186−51724s187−51708s188−51844s189−51788s190−51764s191−
51732s192−51860s193−51796s194−51764s195−51876s196−51820s197−51900s198 +25832s0s1 +
25832s0s2+25832s0s3+25832s1s2+25832s0s4+25832s1s3+25832s0s5+25832s1s4+25832s2s3+
25832s0s6 + 25832s1s5 + 25832s2s4 + 25832s0s7 + 25832s1s6 + 25832s2s5 + 25832s3s4 + 2s0s8 +
25832s1s7 + 25832s2s6 + 25832s3s5 + 25832s0s9 + 2s1s8 + 25832s2s7 + 25832s3s6 + 25832s4s5 +
25832s0s10 +25832s1s9 +2s2s8 +25832s3s7 +25832s4s6 +25832s0s11 +25832s1s10 +25832s2s9 +
6s3s8 +25832s4s7 +25832s5s6 +25832s0s12 +25832s1s11 +25832s2s10 +25832s3s9 +25832s4s8 +
25832s5s7 + 25832s0s13 + 25832s1s12 + 25832s2s11 + 25832s3s10 + 25832s4s9 + 25832s5s8 +
25832s6s7+14s0s14+25832s1s13+25832s2s12+25832s3s11+25832s4s10+25832s5s9+25832s6s8+
25832s0s15+14s1s14+25832s2s13+25832s3s12+25832s4s11+25832s5s10+25832s6s9+25832s7s8+
25832s0s16 + 25832s1s15 + 14s2s14 + 25832s3s13 + 25832s4s12 + 25832s5s11 + 25832s6s10 +
25832s7s9 + 25832s0s17 + 25832s1s16 + 25832s2s15 + 14s3s14 + 25832s4s13 + 25832s5s12 +
25832s6s11 + 25832s7s10 + 25832s8s9 + 25832s0s18 + 25832s1s17 + 25832s2s16 + 25832s3s15 +
4s4s14 + 25832s5s13 + 25832s6s12 + 25832s7s11 + 25832s8s10 + 25832s0s19 + 25832s1s18 +
25832s2s17 + 25832s3s16 + 25832s4s15 + 10s5s14 + 25832s6s13 + 25832s7s12 + 25832s8s11 +
25832s9s10+10s0s20+25832s1s19+25832s2s18+25832s3s17+25832s4s16+25832s5s15+10s6s14+
25832s7s13+6s8s12+25832s9s11−51664s0s21+10s1s20+25832s2s19+25832s3s18+25832s4s17+
25832s5s16+25832s6s15+10s7s14+6s8s13+25832s9s12+25832s10s11−51664s0s22−51664s1s21+
10s2s20+25832s3s19+25832s4s18+25832s5s17+25832s6s16+25832s7s15+6s8s14+25832s9s13+
25832s10s12−51664s0s23−16s2s21+10s3s20+25832s4s19+25832s5s18+25832s6s17+25832s7s16+
25832s8s15 + 25832s9s14 + 25832s10s13 + 25832s11s12 − 51664s0s24 − 51664s2s22 − 24s3s21 +
25832s5s19 + 25832s6s18 + 25832s7s17 + 25832s8s16 + 25832s9s15 + 25832s10s14 + 25832s11s13 −
51664s0s25 − 8s3s22 − 8s4s21 + 6s5s20 + 25832s6s19 + 25832s7s18 + 25832s8s17 + 25832s9s16 +
25832s10s15+25832s11s14+25832s12s13−51664s0s26−51664s3s23−8s5s21+6s6s20+25832s7s19+
4s8s18 + 25832s9s17 + 25832s10s16 + 25832s11s15 + 25832s12s14− 51664s0s27− 8s5s22− 8s6s21 +
6s7s20+6s8s19+25832s9s18+25832s10s17+25832s11s16+25832s12s15+25832s13s14−51664s0s28−
51664s4s24 − 4s5s23 − 8s6s22 − 8s7s21 + 6s8s20 + 25832s9s19 + 25832s10s18 + 25832s11s17 +
25832s12s16 + 25832s13s15 − 51664s0s29 − 4s5s24 + 14s9s20 + 25832s10s19 + 25832s11s18 +
25832s12s17 +25832s13s16 +25832s14s15−51664s0s30−51664s5s25−4s6s24−8s9s21 +14s10s20 +
25832s11s19 + 25832s12s18 + 25832s13s17 + 25832s14s16− 51664s0s31− 8s6s25 + 4s7s24− 4s8s23−
4s9s22−8s10s21+14s11s20+25832s12s19+25832s13s18+25832s14s17+25832s15s16−51664s0s32−
51664s6s26−8s7s25+4s8s24−4s9s23−8s10s22−8s11s21+14s12s20+25832s13s19+25832s14s18+
25832s15s17−51664s0s24−8s7s26−4s8s25−4s10s23−8s11s22−8s12s21+14s13s20+25832s14s19+
25832s15s18 + 25832s16s17 − 51664s0s34 − 51664s7s27 − 8s8s26 − 8s11s23 − 8s12s22 − 8s13s21 +
14s14s20 + 25832s15s19 + 25832s16s18 − 51664s0s35 − 8s8s27 − 8s12s23 − 8s13s22 − 8s14s21 +
25832s15s20+25832s16s19+25832s17s18−51664s0s36−4s13s23−4s14s22−8s15s21+25832s16s20+
25832s17s19−51664s0s37−51664s9s28−4s14s23−4s15s22−8s16s21+25832s17s20+25832s18s19−
8s10s28−4s15s23−8s16s22−8s17s21+25832s18s20−51664s1s38−51664s10s29−8s11s28−4s16s23−
8s17s22−8s18s21+25832s19s20−51664s1s39−51664s2s38−8s11s29−4s12s28−8s17s23−8s18s22−
8s19s21− 51664s1s40− 16s3s38− 51664s11s30− 8s12s29− 4s13s28− 4s18s23− 4s19s22− 4s20s21−
51664s1s41−51664s3s39−8s4s38−8s12s30−4s13s29 + 4s14s28−4s19s23−4s20s22−51664s1s42−
8s5s38− 51664s12s31− 8s13s30− 4s14s29− 4s20s23− 51664s1s43− 51664s4s40− 8s5s39− 8s6s38−
8s13s31−4s14s30−51664s1s44−12s5s40−8s6s39−8s7s38−51664s13s32−8s14s31−51664s1s45−
51664s5s41−8s14s32−51664s1s46−8s6s41−8s9s38−51664s1s47−51664s6s42−8s7s41+12s8s40−
4s9s39 − 8s10s38 − 51664s15s24 − 51664s1s48 − 8s7s42 − 8s8s41 − 8s10s39 − 8s11s38 − 8s16s24 −
51664s1s49−51664s7s43−8s8s42−8s11s39−8s12s38−51664s16s34−8s17s24−51664s1s50−8s8s43−
8s12s39− 8s13s38− 8s17s34− 4s18s24− 51664s1s51− 8s13s39− 8s14s38− 51664s17s35− 8s18s34−
4s19s24−51664s1s52−51664s9s44−4s14s39−8s15s38−8s18s35−4s19s34+4s20s24−51664s1s53−
8s10s44− 4s15s39− 8s16s38− 51664s18s36− 8s19s35− 4s20s34− 51664s10s45− 8s11s44− 8s16s39−
8s17s38 − 8s19s36 − 4s20s35 − 51664s2s54 − 8s11s45 − 8s12s44 − 8s17s39 − 8s18s38 − 51664s19s37 −
8s20s36−51664s2s55−51664s3s54−51664s11s46−8s12s45+4s13s44−8s18s39−8s19s38−8s20s37−
51664s2s56− 8s4s54− 8s12s46− 8s13s45− 4s19s39− 4s20s38− 51664s2s57− 51664s4s55− 8s5s54−
51664s12s47 − 8s13s46 + 4s14s45 − 4s20s39 − 51664s2s58 − 4s5s55 − 8s6s54 − 8s13s47 − 8s14s46 −
51664s2s59−51664s5s56−8s6s55−8s7s54−51664s13s48−8s14s47−51664s2s60−8s6s56+8s7s55−
8s14s48 − 51664s2s61 − 51664s6s57 − 8s7s56 + 4s8s55 − 8s9s54 − 51664s2s62 − 8s7s57 − 8s10s54 −
51664s15s49−51664s2s63−51664s7s58−8s8s57−8s11s54−8s16s49−51664s2s64−8s8s58−8s12s54−
51664s16s50 − 8s17s49 − 51664s2s65 − 8s13s54 − 8s17s50 − 8s18s49 − 51664s2s66 − 51664s9s59 −
8s14s54 − 51664s17s51 − 8s18s50 + 4s19s49 − 51664s2s67 − 8s10s59 − 8s15s54 − 8s18s51 − 8s19s50 −
51664s2s68−51664s10s60−8s11s59−8s16s54−51664s18s52−8s19s51+4s20s50−8s11s60−8s17s54−
8s19s52−8s20s51−51664s3s69−51664s11s61−8s12s60−4s13s59−8s18s54−51664s19s53−8s20s52−
51664s3s70−51664s4s69−8s12s61−8s19s54−8s20s53−51664s3s71−4s5s69−51664s12s62−8s13s61−
4s14s60−4s20s54−51664s3s72−51664s5s70 +4s6s69−8s13s62 +16s21s54−51664s3s73−8s6s70−
4s7s69 − 51664s13s63 − 8s14s62 − 51664s3s74 − 51664s6s71 + 4s8s69 − 8s14s63 − 51664s3s75 −
8s7s71 − 4s8s70 − 51664s3s76 − 51664s7s72 − 51664s15s64 − 51664s3s77 − 8s8s72 − 8s16s64 −
51664s3s78− 51664s16s65− 8s17s64− 51664s3s79− 51664s9s73− 8s17s65− 51664s3s80− 8s10s73−
51664s17s66 − 8s18s65 − 4s19s64 − 51664s3s81 − 51664s10s74 − 8s18s66 − 51664s3s82 − 8s11s74 −
4s12s73−51664s18s67−8s19s66−4s20s65−51664s11s75−4s13s73−8s19s67−51664s4s83−8s12s75−
4s13s74 − 4s14s73 − 51664s19s68 − 8s20s67 − 51664s4s84 − 51664s5s83 − 51664s12s76 − 4s14s74 −
8s20s68−51664s4s85−16s6s83−8s13s76−4s14s75−51664s4s86−51664s6s84−8s7s83−51664s13s77−
51664s4s87−16s7s84−8s14s77−51664s4s88−51664s7s85+24s8s84−4s9s83−51664s4s89−16s8s85−
4s10s83 − 51664s15s78 − 51664s4s90 − 51664s8s86 − 4s10s84 − 4s11s83 − 8s16s78 − 51664s4s91 +
4s9s86 +4s10s85−4s12s83−51664s16s79−51664s4s92−51664s9s87 +4s10s86−4s13s83−8s17s79−
4s18s78−51664s4s93−8s10s87+4s11s86−4s13s84−4s14s83−51664s17s80−4s19s78−51664s4s94−
51664s10s88 + 4s12s86 + 4s13s85 − 4s15s83 − 8s18s80 − 4s19s79 − 4s20s78 − 51664s4s95 − 8s11s88 +
4s13s86−4s16s83−51664s18s81−4s20s79−51664s4s96−51664s11s89+4s14s86−4s16s84−8s17s83−
8s19s81−4s20s80−8s12s89+4s15s86+4s16s85−4s18s83−51664s19s82−51664s5s97−51664s12s90+
4s16s86 − 4s18s84 − 4s19s83 − 8s20s82 − 51664s5s98 − 51664s6s97 − 8s13s90 + 8s17s86 + 4s18s85 −
51664s5s99 − 16s7s97 − 51664s13s91 + 4s18s86 + 8s21s83 − 51664s5s100 − 51664s7s98 − 8s8s97 −
8s14s91 + 4s19s86−51664s5s101−8s8s98−8s9s97 + 8s22s84−51664s5s102−51664s8s99−4s9s98−
8s10s97 − 51664s15s92 − 8s21s86 − 8s22s85 − 8s23s84 − 51664s5s94− 4s9s99 − 8s10s98 − 8s11s97 −
8s16s92 + 8s23s85 − 51664s5s104 − 51664s9s100 − 4s10s99 − 8s11s98 − 8s12s97 − 51664s16s93 −
51664s5s105 − 8s10s100 − 8s11s99 − 8s12s98 − 8s13s97 − 8s17s93 − 51664s5s106 − 51664s10s101 −
8s11s100 − 8s12s99 − 8s13s98 − 8s14s97 − 51664s17s94 − 51664s5s107 − 8s11s101 − 4s12s100 −
4s13s99−4s14s98−8s15s97−8s18s94−51664s5s108−51664s11s102−8s12s101+4s13s100−4s14s99−
4s15s98−8s16s97−51664s18s95−51664s5s109−8s12s102−4s13s101+4s14s100−4s15s99−8s16s98−
8s17s97−8s19s95−51664s12s94−8s13s102 +4s14s101−4s16s99−8s17s98−8s18s97−51664s19s96−
51664s6s110−8s13s94−4s14s102−8s17s99−8s18s98−8s19s97−8s20s96−51664s6s111−51664s7s110−
51664s13s104−8s14s94−4s18s99−4s19s98−4s20s97−51664s6s112−8s14s104−4s19s99−4s20s98 +
8s21s97 − 51664s6s113 − 51664s8s111 − 8s9s110 − 4s20s99 − 51664s6s114 − 4s9s111 − 8s10s110 −
51664s15s105 + 8s22s98 − 51664s6s115 − 51664s9s112 − 8s10s111 − 8s11s110 − 8s16s105 + 8s38s83 −
51664s6s116− 8s10s112− 8s11s111− 8s12s110− 51664s16s106− 8s17s105 + 8s23s99− 51664s6s117−
51664s10s113−8s11s112−8s12s111−8s13s110−8s17s106−4s18s105+8s39s84−51664s6s118−8s11s113−
8s13s111 − 8s14s110 − 51664s17s107 − 8s18s106 + 4s19s105 − 8s38s86 − 8s39s85 − 51664s6s119 −
51664s11s114 − 8s12s113 + 4s13s112 − 4s14s111 − 8s15s110 − 8s18s107 − 4s19s106 + 4s20s105 −
51664s6s120− 8s12s114− 4s15s111− 8s16s110− 51664s18s108− 8s19s107 + 4s20s106− 51664s6s121−
51664s12s115−8s13s114+4s14s113−8s16s111−8s17s110−8s19s108−4s20s107−8s13s115−8s17s111−
8s18s110−51664s19s109−8s20s108−51664s7s122−51664s13s116−8s14s115−8s18s111−8s19s110−
8s20s109 − 51664s7s123 − 51664s8s122 − 8s14s116 − 4s19s111 − 4s20s110 − 51664s7s124 − 8s9s122 −
4s20s111+8s21s110−51664s7s125−51664s9s123−8s10s122−51664s15s117−51664s7s117−8s10s123−
8s11s122−8s16s117 +8s22s111−51664s7s127−51664s10s124−8s12s122−51664s16s118−8s17s117−
51664s7s128− 8s11s124− 8s13s122− 8s17s118 + 8s38s97− 51664s7s129− 51664s11s125− 4s13s123−
8s14s122 − 51664s17s119 − 8s18s118 + 4s19s117 − 51664s7s130 − 8s12s125 − 8s15s122 − 8s18s119 +
8s39s98 + 8s54s83− 51664s7s131− 51664s12s117− 4s14s124− 8s16s122− 51664s18s120− 8s19s119 +
4s20s118−51664s7s132−8s13s117−8s17s122−8s19s120−51664s13s127−8s18s122−51664s19s121−
8s20s120 − 8s54s86 − 51664s8s133 − 8s14s127 − 8s19s122 − 8s20s121 − 51664s8s134 − 51664s9s133 −
4s20s122 − 51664s8s135 − 51664s15s128 + 8s21s122 − 51664s8s136 − 51664s10s134 − 8s16s128 −
51664s8s137−4s12s133−51664s16s129−51664s8s138−51664s11s135−4s13s133−8s17s129−4s13s134−
4s14s133− 51664s17s130− 4s19s128− 51664s9s139− 4s14s134− 8s18s130 + 8s38s110− 51664s9s140−
51664s10s139−4s14s135−51664s18s131−4s20s129−51664s9s141−16s11s139−8s19s131+8s39s111−
51664s9s142 − 51664s11s140 − 16s12s139 − 51664s15s136 − 51664s19s132 + 8s54s97 − 51664s9s143 −
24s12s140−16s13s139−8s20s132−51664s9s144−51664s12s141−8s13s140−16s14s139−51664s16s137−
51664s9s145−16s13s141−8s14s140−8s15s139−4s18s136−51664s9s146−51664s13s142−8s14s141−
4s15s140 − 8s16s139 − 51664s17s138 − 4s19s136 − 51664s9s147 − 16s14s142 − 4s15s141 − 8s16s140 −
8s17s139 − 4s19s137 − 4s20s136 − 51664s9s148 − 51664s14s143 − 4s15s142 − 4s16s141 − 8s17s140 −
8s18s139−4s20s137−4s15s143−4s16s142−8s17s141−8s18s140−8s19s139−4s20s138−51664s10s149−
51664s15s144−4s18s141−4s19s140−4s20s139−51664s10s150−51664s11s149−8s16s144−4s18s142−
4s19s141 − 4s20s140 + 8s21s139 + 8s38s122 − 51664s10s151 − 16s12s149 − 51664s16s145 − 4s17s144 −
4s19s142 − 4s20s141 − 51664s10s152 − 51664s12s150 − 24s13s149 − 8s17s145 − 4s18s144 − 4s19s143 −
4s20s142 + 8s22s140− 51664s10s153− 24s13s150− 16s14s149− 51664s17s146− 4s18s145− 4s19s144−
4s20s143 − 51664s10s154 − 51664s13s151 − 8s14s150 − 8s15s149 − 8s18s146 − 4s19s145 − 4s20s144 +
8s23s141 + 8s54s110 − 51664s10s155 − 16s14s151 − 4s15s150 − 8s16s149 − 51664s18s147 − 4s19s146 −
4s20s145 − 51664s10s156 − 51664s14s152 − 4s15s151 − 8s16s150 − 8s17s149 − 8s19s147 − 4s20s146 −
51664s10s157−4s15s152−4s16s151−8s17s150−8s18s149−51664s19s148−4s20s147−51664s15s153−
4s16s152−8s17s151−8s18s150−8s19s149−8s20s148−51664s11s158−8s16s153−4s18s151−4s19s150−
4s20s149−51664s11s159−51664s12s158−51664s16s154−8s17s153−4s18s152−4s19s151−4s20s150+
8s21s149 − 51664s11s160 − 16s13s158 − 8s17s154 − 4s18s153 − 4s19s152 − 4s20s151 − 51664s11s161 −
51664s13s159−24s14s158−51664s17s155−8s18s154−4s19s153−4s20s152+8s22s150−51664s11s162−
16s14s159 − 8s15s158 − 8s18s155 − 4s19s154 − 4s20s153 − 51664s11s163 − 51664s14s160 − 4s15s159 −
8s16s158 − 51664s18s156 − 8s19s155 − 4s20s154 + 8s23s151 − 51664s11s164 − 4s15s160 − 8s16s159 −
8s17s158 − 8s19s156 − 4s20s155 − 51664s11s165 − 51664s15s161 − 4s16s160 − 8s17s159 − 8s18s158 −
51664s19s157 − 8s20s156 + 8s54s122 − 8s16s161 − 8s17s160 − 8s18s159 − 8s19s158 − 8s20s157 +
8s38s139−51664s12s166−51664s16s162−8s17s161−4s18s160−4s19s159−4s20s158−51664s12s167−
51664s13s166 − 8s17s162 − 8s18s161 − 4s19s160 − 4s20s159 + 8s21s158 + 8s39s140 − 51664s12s168 −
16s14s166 − 51664s17s163 − 8s18s162 − 4s19s161 − 4s20s160 − 51664s12s169 − 51664s14s167 −
8s15s166 − 8s18s163 − 8s19s162 + 8s22s159 − 51664s12s170 − 4s15s167 − 8s16s166 − 51664s18s164 −
8s19s163 − 4s20s162 − 51664s12s171 − 51664s15s168 − 8s16s167 − 8s17s166 − 8s19s164 − 8s20s163 +
8s23s160−51664s12s172−8s16s168−8s17s167−8s18s166−51664s19s165−8s20s164−51664s16s169−
8s17s168 − 8s18s167 − 8s19s166 − 8s20s165 − 51664s13s173 − 8s17s169 − 8s18s168 − 4s19s167 −
4s20s166−51664s13s174−51664s14s173−51664s17s170−8s18s169−4s19s168−4s20s167+8s21s166+
8s38s149−51664s13s175−8s15s173−8s18s170−8s19s169−51664s13s176−51664s15s174−8s16s173−
51664s18s171 − 8s19s170 − 4s20s169 + 8s22s167 + 8s39s150 − 51664s13s177 − 8s16s174 − 8s17s173 −
8s19s171−8s20s170−51664s13s178−51664s16s175−8s17s174−8s18s173−51664s19s172−8s20s171−
8s17s175 − 4s18s174 − 8s19s173 − 8s20s172 − 51664s14s179 − 51664s17s176 − 8s18s175 − 4s19s174 −
4s20s173 + 8s54s139 + 16s83s110 − 51664s14s180 − 51664s15s179 − 8s18s176 − 4s19s175 − 4s20s174 +
8s21s173−16s83s111−51664s14s181−8s16s179−51664s18s177−8s19s176−4s20s175−51664s14s182−
51664s16s180 − 4s17s179 − 8s19s177 − 4s20s176 + 8s38s158 − 51664s14s183 − 8s17s180 − 4s18s179 −
51664s19s178−8s20s177−51664s17s181−4s18s180−4s19s179−8s20s178+8s39s159−51664s15s184−
8s18s181−4s19s180−4s20s179−51664s15s176−51664s16s184−51664s18s182−4s19s181−4s20s180−
51664s15s186 − 16s17s184 − 8s19s182 − 4s20s181 − 51664s15s187 − 51664s17s176 − 16s18s184 −
51664s19s183−4s20s182−51664s15s188−24s18s176−16s19s184−8s20s183+8s54s149−51664s18s186−
8s20s184 + 8s38s166− 51664s16s189− 16s19s186− 8s20s176 + 8s21s184 + 16s83s122− 51664s16s190−
51664s17s189−51664s19s187−8s20s186+8s39s167−16s84s122−51664s16s191−16s18s189−16s20s187+
8s22s176−51664s16s192−51664s18s190−24s19s189−51664s20s188−16s19s190−8s20s189+8s23s186−
51664s17s193 − 51664s19s191 − 8s20s190 + 8s21s189 − 51664s17s194 − 51664s18s193 − 16s20s191 +
8s38s173−51664s17s195−16s19s193−51664s20s192+8s22s190+8s54s158−51664s19s194−16s20s193−
51664s18s196 − 16s20s194 + 8s21s193 + 8s23s191 − 51664s18s197 − 51664s19s196 − 51664s20s195 −
8s20s196+8s22s194−51664s19s198−51664s20s197+8s21s196−51664s20s198+8s23s195+8s21s198+
8s22s197 + 16s97s122 + 8s54s166 + 8s38s184 + 8s83s139 + 8s39s176 + 8s84s140− 8s83s142− 8s84s141−
8s85s140 − 8s86s139 + 8s85s141 + 8s38s189 + 8s54s173 + 8s86s142 + 8s39s190 + 8s38s193 + 8s83s149 +
8s39s194 + 8s38s196 + 8s84s150 − 8s83s152 − 8s84s151 − 8s85s150 − 8s86s149 + 8s38s198 + 8s39s197 +
8s85s151 + 8s97s139 + 8s54s184 + 8s86s152 + 8s98s140 + 8s99s141 + 8s83s158 + 8s54s189 + 8s84s159 −
8s84s160− 8s85s159− 8s86s158 + 8s85s160 + 8s97s149 + 8s54s193 + 8s98s150 + 8s83s166 + 8s110s139 +
8s54s196 + 8s99s151 + 8s84s167 + 8s111s140 + 8s54s198− 8s85s167− 8s86s166 + 8s97s158 + 8s83s173 +
8s98s159−8s86s173 +8s99s160 +8s110s149 +8s111s150 +8s122s139 +8s97s166 +8s98s167 +8s83s184 +
8s110s158 +8s84s176−8s83s187−8s84s186−8s85s176−8s86s184 +8s97s173 +8s111s159 +8s85s186 +
8s122s149 + 8s83s189 + 8s86s187 + 8s84s190− 8s83s192− 8s84s191− 8s85s190− 8s86s189 + 8s83s193 +
8s85s191 + 8s110s166 + 8s84s194 + 8s86s192 + 8s111s167 + 8s83s196− 8s84s195− 8s85s194− 8s86s193 +
8s85s195 + 8s122s158 + 8s83s198 + 8s84s197 + 8s97s184−8s85s197−8s86s196 + 8s98s176 + 8s110s173−
8s86s198 + 8s99s186 + 8s97s189 + 8s98s190 + 8s122s166 + 8s97s193 + 8s99s191 + 8s98s194 + 8s97s196 +
8s99s195+8s110s184+8s97s198+8s98s197+8s122s173+8s111s176+16s139s158+8s110s189+8s111s190+
8s110s193 + 8s111s194 + 16s139s166 + 8s110s196 + 8s122s184 + 16s140s167 + 8s110s198 + 8s111s197 +
8s122s189 + 16s139s173 + 8s122s193 + 16s149s166 + 8s122s196 + 8s122s198 + 16s149s173 + 8s139s184 +
8s140s176 + 8s141s186 + 8s139s189 + 8s142s187 + 8s140s190 + 8s143s188 + 16s158s173 + 8s139s193 +
8s141s191 + 8s149s184 + 8s140s194 + 8s142s192 + 8s139s196 + 8s150s176 + 8s141s195 + 8s139s198 +
8s140s197 + 8s151s186 + 8s149s189 + 8s152s187 + 8s150s190 + 8s149s193 + 8s151s191 + 8s158s184 +
8s150s194 + 8s152s192 + 8s159s176 + 8s149s196 + 8s151s195 + 8s160s186 + 8s149s198 + 8s150s197 +
8s158s189 + 8s159s190 + 8s166s184 + 8s158s193 + 8s160s191 + 8s167s176 + 8s159s194 + 8s158s196 +
8s160s195 + 8s166s189 + 8s158s198 + 8s159s197 + 8s167s190 + 8s173s184 + 8s166s193 + 8s167s194 +
8s166s196 + 8s173s189 + 8s166s198 + 8s167s197 + 8s173s193 + 8s173s196 + 8s173s198 + 16s184s193 +
16s184s196 + 16s184s198 + 16s176s197 + 16s189s196 + 16s189s198 + 16s193s198 + 13798138
A complete expression of Eq.(...)
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98 − 4σˆz20σˆz97 − 51664σˆz6σˆz112 − 8σˆz14σˆz104 − 4σˆz19σˆz99 − 4σˆz20σˆz98 + 8σˆz21σˆz97 − 51664σˆz6σˆz113 −
51664σˆz8σˆ
z
111−8σˆz9σˆz110−4σˆz20σˆz99−51664σˆz6σˆz114−4σˆz9σˆz111−8σˆz10σˆz110−51664σˆz15σˆz105 + 8σˆz22σˆz98−
51664σˆz6σˆ
z
115−51664σˆz9σˆz112−8σˆz10σˆz111−8σˆz11σˆz110−8σˆz16σˆz105+8σˆz38σˆz83−51664σˆz6σˆz116−8σˆz10σˆz112−
8σˆz11σˆ
z
111 − 8σˆz12σˆz110 − 51664σˆz16σˆz106 − 8σˆz17σˆz105 + 8σˆz23σˆz99 − 51664σˆz6σˆz117 − 51664σˆz10σˆz113 −
8σˆz11σˆ
z
112 − 8σˆz12σˆz111 − 8σˆz13σˆz110 − 8σˆz17σˆz106 − 4σˆz18σˆz105 + 8σˆz39σˆz84 − 51664σˆz6σˆz118 − 8σˆz11σˆz113 −
8σˆz13σˆ
z
111 − 8σˆz14σˆz110 − 51664σˆz17σˆz107 − 8σˆz18σˆz106 + 4σˆz19σˆz105 − 8σˆz38σˆz86 − 8σˆz39σˆz85 − 51664σˆz6σˆz119 −
51664σˆz11σˆ
z
114 − 8σˆz12σˆz113 + 4σˆz13σˆz112 − 4σˆz14σˆz111 − 8σˆz15σˆz110 − 8σˆz18σˆz107 − 4σˆz19σˆz106 + 4σˆz20σˆz105 −
51664σˆz6σˆ
z
120−8σˆz12σˆz114−4σˆz15σˆz111−8σˆz16σˆz110−51664σˆz18σˆz108−8σˆz19σˆz107+4σˆz20σˆz106−51664σˆz6σˆz121−
51664σˆz12σˆ
z
115 − 8σˆz13σˆz114 + 4σˆz14σˆz113 − 8σˆz16σˆz111 − 8σˆz17σˆz110 − 8σˆz19σˆz108 − 4σˆz20σˆz107 − 8σˆz13σˆz115 −
8σˆz17σˆ
z
111−8σˆz18σˆz110−51664σˆz19σˆz109−8σˆz20σˆz108−51664σˆz7σˆz122−51664σˆz13σˆz116−8σˆz14σˆz115−8σˆz18σˆz111−
8σˆz19σˆ
z
110−8σˆz20σˆz109−51664σˆz7σˆz123−51664σˆz8σˆz122−8σˆz14σˆz116−4σˆz19σˆz111−4σˆz20σˆz110−51664σˆz7σˆz124−
8σˆz9σˆ
z
122 − 4σˆz20σˆz111 + 8σˆz21σˆz110 − 51664σˆz7σˆz125 − 51664σˆz9σˆz123 − 8σˆz10σˆz122 − 51664σˆz15σˆz117 −
51664σˆz7σˆ
z
117−8σˆz10σˆz123−8σˆz11σˆz122−8σˆz16σˆz117+8σˆz22σˆz111−51664σˆz7σˆz127−51664σˆz10σˆz124−8σˆz12σˆz122−
51664σˆz16σˆ
z
118−8σˆz17σˆz117−51664σˆz7σˆz128−8σˆz11σˆz124−8σˆz13σˆz122−8σˆz17σˆz118+8σˆz38σˆz97−51664σˆz7σˆz129−
51664σˆz11σˆ
z
125 − 4σˆz13σˆz123 − 8σˆz14σˆz122 − 51664σˆz17σˆz119 − 8σˆz18σˆz118 + 4σˆz19σˆz117 − 51664σˆz7σˆz130 −
8σˆz12σˆ
z
125 − 8σˆz15σˆz122 − 8σˆz18σˆz119 + 8σˆz39σˆz98 + 8σˆz54σˆz83 − 51664σˆz7σˆz131 − 51664σˆz12σˆz117− 4σˆz14σˆz124 −
8σˆz16σˆ
z
122−51664σˆz18σˆz120−8σˆz19σˆz119 + 4σˆz20σˆz118−51664σˆz7σˆz132−8σˆz13σˆz117−8σˆz17σˆz122−8σˆz19σˆz120−
51664σˆz13σˆ
z
127−8σˆz18σˆz122−51664σˆz19σˆz121−8σˆz20σˆz120−8σˆz54σˆz86−51664σˆz8σˆz133−8σˆz14σˆz127−8σˆz19σˆz122−
8σˆz20σˆ
z
121 − 51664σˆz8σˆz134 − 51664σˆz9σˆz133 − 4σˆz20σˆz122 − 51664σˆz8σˆz135 − 51664σˆz15σˆz128 + 8σˆz21σˆz122 −
51664σˆz8σˆ
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136−51664σˆz10σˆz134−8σˆz16σˆz128−51664σˆz8σˆz137−4σˆz12σˆz133−51664σˆz16σˆz129−51664σˆz8σˆz138−
51664σˆz11σˆ
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135−4σˆz13σˆz133−8σˆz17σˆz129−4σˆz13σˆz134−4σˆz14σˆz133−51664σˆz17σˆz130−4σˆz19σˆz128−51664σˆz9σˆz139−
4σˆz14σˆ
z
134 − 8σˆz18σˆz130 + 8σˆz38σˆz110 − 51664σˆz9σˆz140 − 51664σˆz10σˆz139 − 4σˆz14σˆz135 − 51664σˆz18σˆz131 −
4σˆz20σˆ
z
129 − 51664σˆz9σˆz141 − 16σˆz11σˆz139 − 8σˆz19σˆz131 + 8σˆz39σˆz111 − 51664σˆz9σˆz142 − 51664σˆz11σˆz140 −
16σˆz12σˆ
z
139 − 51664σˆz15σˆz136 − 51664σˆz19σˆz132 + 8σˆz54σˆz97 − 51664σˆz9σˆz143 − 24σˆz12σˆz140 − 16σˆz13σˆz139 −
8σˆz20σˆ
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132 − 51664σˆz9σˆz144 − 51664σˆz12σˆz141 − 8σˆz13σˆz140 − 16σˆz14σˆz139 − 51664σˆz16σˆz137 − 51664σˆz9σˆz145 −
16σˆz13σˆ
z
141−8σˆz14σˆz140−8σˆz15σˆz139−4σˆz18σˆz136−51664σˆz9σˆz146−51664σˆz13σˆz142−8σˆz14σˆz141−4σˆz15σˆz140−
8σˆz16σˆ
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139−51664σˆz17σˆz138−4σˆz19σˆz136−51664σˆz9σˆz147−16σˆz14σˆz142−4σˆz15σˆz141−8σˆz16σˆz140−8σˆz17σˆz139−
4σˆz19σˆ
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137− 4σˆz20σˆz136− 51664σˆz9σˆz148− 51664σˆz14σˆz143− 4σˆz15σˆz142− 4σˆz16σˆz141− 8σˆz17σˆz140− 8σˆz18σˆz139−
4σˆz20σˆ
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137 − 4σˆz15σˆz143 − 4σˆz16σˆz142 − 8σˆz17σˆz141 − 8σˆz18σˆz140 − 8σˆz19σˆz139 − 4σˆz20σˆz138 − 51664σˆz10σˆz149 −
51664σˆz15σˆ
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144 − 4σˆz18σˆz141 − 4σˆz19σˆz140 − 4σˆz20σˆz139 − 51664σˆz10σˆz150 − 51664σˆz11σˆz149 − 8σˆz16σˆz144 −
4σˆz18σˆ
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142−4σˆz19σˆz141−4σˆz20σˆz140+8σˆz21σˆz139+8σˆz38σˆz122−51664σˆz10σˆz151−16σˆz12σˆz149−51664σˆz16σˆz145−
4σˆz17σˆ
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144−4σˆz19σˆz142−4σˆz20σˆz141−51664σˆz10σˆz152−51664σˆz12σˆz150−24σˆz13σˆz149−8σˆz17σˆz145−4σˆz18σˆz144−
4σˆz19σˆ
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143−4σˆz20σˆz142+8σˆz22σˆz140−51664σˆz10σˆz153−24σˆz13σˆz150−16σˆz14σˆz149−51664σˆz17σˆz146−4σˆz18σˆz145−
4σˆz19σˆ
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110−51664σˆz10σˆz155−16σˆz14σˆz151−4σˆz15σˆz150−8σˆz16σˆz149−51664σˆz18σˆz147−
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146−4σˆz20σˆz145−51664σˆz10σˆz156−51664σˆz14σˆz152−4σˆz15σˆz151−8σˆz16σˆz150−8σˆz17σˆz149−8σˆz19σˆz147−
4σˆz20σˆ
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146−51664σˆz10σˆz157−4σˆz15σˆz152−4σˆz16σˆz151−8σˆz17σˆz150−8σˆz18σˆz149−51664σˆz19σˆz148−4σˆz20σˆz147−
51664σˆz15σˆ
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153−4σˆz16σˆz152−8σˆz17σˆz151−8σˆz18σˆz150−8σˆz19σˆz149−8σˆz20σˆz148−51664σˆz11σˆz158−8σˆz16σˆz153−
4σˆz18σˆ
z
151 − 4σˆz19σˆz150 − 4σˆz20σˆz149 − 51664σˆz11σˆz159 − 51664σˆz12σˆz158 − 51664σˆz16σˆz154 − 8σˆz17σˆz153 −
4σˆz18σˆ
z
152 − 4σˆz19σˆz151 − 4σˆz20σˆz150 + 8σˆz21σˆz149 − 51664σˆz11σˆz160 − 16σˆz13σˆz158 − 8σˆz17σˆz154 − 4σˆz18σˆz153 −
4σˆz19σˆ
z
152 − 4σˆz20σˆz151 − 51664σˆz11σˆz161 − 51664σˆz13σˆz159 − 24σˆz14σˆz158 − 51664σˆz17σˆz155 − 8σˆz18σˆz154 −
4σˆz19σˆ
z
153 − 4σˆz20σˆz152 + 8σˆz22σˆz150 − 51664σˆz11σˆz162 − 16σˆz14σˆz159 − 8σˆz15σˆz158 − 8σˆz18σˆz155 − 4σˆz19σˆz154 −
4σˆz20σˆ
z
153 − 51664σˆz11σˆz163 − 51664σˆz14σˆz160 − 4σˆz15σˆz159 − 8σˆz16σˆz158 − 51664σˆz18σˆz156 − 8σˆz19σˆz155 −
4σˆz20σˆ
z
154 + 8σˆ
z
23σˆ
z
151 − 51664σˆz11σˆz164 − 4σˆz15σˆz160 − 8σˆz16σˆz159 − 8σˆz17σˆz158 − 8σˆz19σˆz156 − 4σˆz20σˆz155 −
51664σˆz11σˆ
z
165 − 51664σˆz15σˆz161 − 4σˆz16σˆz160 − 8σˆz17σˆz159 − 8σˆz18σˆz158 − 51664σˆz19σˆz157 − 8σˆz20σˆz156 +
8σˆz54σˆ
z
122 − 8σˆz16σˆz161 − 8σˆz17σˆz160 − 8σˆz18σˆz159 − 8σˆz19σˆz158 − 8σˆz20σˆz157 + 8σˆz38σˆz139 − 51664σˆz12σˆz166 −
51664σˆz16σˆ
z
162 − 8σˆz17σˆz161 − 4σˆz18σˆz160 − 4σˆz19σˆz159 − 4σˆz20σˆz158 − 51664σˆz12σˆz167 − 51664σˆz13σˆz166 −
8σˆz17σˆ
z
162 − 8σˆz18σˆz161 − 4σˆz19σˆz160 − 4σˆz20σˆz159 + 8σˆz21σˆz158 + 8σˆz39σˆz140 − 51664σˆz12σˆz168 − 16σˆz14σˆz166 −
51664σˆz17σˆ
z
163 − 8σˆz18σˆz162 − 4σˆz19σˆz161 − 4σˆz20σˆz160 − 51664σˆz12σˆz169 − 51664σˆz14σˆz167 − 8σˆz15σˆz166 −
8σˆz18σˆ
z
163−8σˆz19σˆz162 +8σˆz22σˆz159−51664σˆz12σˆz170−4σˆz15σˆz167−8σˆz16σˆz166−51664σˆz18σˆz164−8σˆz19σˆz163−
4σˆz20σˆ
z
162−51664σˆz12σˆz171−51664σˆz15σˆz168−8σˆz16σˆz167−8σˆz17σˆz166−8σˆz19σˆz164−8σˆz20σˆz163 +8σˆz23σˆz160−
51664σˆz12σˆ
z
172 − 8σˆz16σˆz168 − 8σˆz17σˆz167 − 8σˆz18σˆz166 − 51664σˆz19σˆz165 − 8σˆz20σˆz164 − 51664σˆz16σˆz169 −
8σˆz17σˆ
z
168 − 8σˆz18σˆz167 − 8σˆz19σˆz166 − 8σˆz20σˆz165 − 51664σˆz13σˆz173 − 8σˆz17σˆz169 − 8σˆz18σˆz168 − 4σˆz19σˆz167 −
4σˆz20σˆ
z
166 − 51664σˆz13σˆz174 − 51664σˆz14σˆz173 − 51664σˆz17σˆz170 − 8σˆz18σˆz169 − 4σˆz19σˆz168 − 4σˆz20σˆz167 +
8σˆz21σˆ
z
166 + 8σˆ
z
38σˆ
z
149 − 51664σˆz13σˆz175 − 8σˆz15σˆz173 − 8σˆz18σˆz170 − 8σˆz19σˆz169 − 51664σˆz13σˆz176 −
51664σˆz15σˆ
z
174 − 8σˆz16σˆz173 − 51664σˆz18σˆz171 − 8σˆz19σˆz170 − 4σˆz20σˆz169 + 8σˆz22σˆz167 + 8σˆz39σˆz150 −
51664σˆz13σˆ
z
177 − 8σˆz16σˆz174 − 8σˆz17σˆz173 − 8σˆz19σˆz171 − 8σˆz20σˆz170 − 51664σˆz13σˆz178 − 51664σˆz16σˆz175 −
8σˆz17σˆ
z
174 − 8σˆz18σˆz173 − 51664σˆz19σˆz172 − 8σˆz20σˆz171 − 8σˆz17σˆz175 − 4σˆz18σˆz174 − 8σˆz19σˆz173 − 8σˆz20σˆz172 −
51664σˆz14σˆ
z
179 − 51664σˆz17σˆz176 − 8σˆz18σˆz175 − 4σˆz19σˆz174 − 4σˆz20σˆz173 + 8σˆz54σˆz139 + 16σˆz83σˆz110 −
51664σˆz14σˆ
z
180 − 51664σˆz15σˆz179 − 8σˆz18σˆz176 − 4σˆz19σˆz175 − 4σˆz20σˆz174 + 8σˆz21σˆz173 − 16σˆz83σˆz111 −
51664σˆz14σˆ
z
181− 8σˆz16σˆz179− 51664σˆz18σˆz177− 8σˆz19σˆz176− 4σˆz20σˆz175− 51664σˆz14σˆz182− 51664σˆz16σˆz180−
4σˆz17σˆ
z
179−8σˆz19σˆz177−4σˆz20σˆz176 +8σˆz38σˆz158−51664σˆz14σˆz183−8σˆz17σˆz180−4σˆz18σˆz179−51664σˆz19σˆz178−
8σˆz20σˆ
z
177−51664σˆz17σˆz181−4σˆz18σˆz180−4σˆz19σˆz179−8σˆz20σˆz178 +8σˆz39σˆz159−51664σˆz15σˆz184−8σˆz18σˆz181−
4σˆz19σˆ
z
180 − 4σˆz20σˆz179 − 51664σˆz15σˆz176 − 51664σˆz16σˆz184 − 51664σˆz18σˆz182 − 4σˆz19σˆz181 − 4σˆz20σˆz180 −
51664σˆz15σˆ
z
186 − 16σˆz17σˆz184 − 8σˆz19σˆz182 − 4σˆz20σˆz181 − 51664σˆz15σˆz187 − 51664σˆz17σˆz176 − 16σˆz18σˆz184 −
51664σˆz19σˆ
z
183 − 4σˆz20σˆz182 − 51664σˆz15σˆz188 − 24σˆz18σˆz176 − 16σˆz19σˆz184 − 8σˆz20σˆz183 + 8σˆz54σˆz149 −
51664σˆz18σˆ
z
186 − 8σˆz20σˆz184 + 8σˆz38σˆz166 − 51664σˆz16σˆz189 − 16σˆz19σˆz186 − 8σˆz20σˆz176 + 8σˆz21σˆz184 +
16σˆz83σˆ
z
122 − 51664σˆz16σˆz190 − 51664σˆz17σˆz189 − 51664σˆz19σˆz187 − 8σˆz20σˆz186 + 8σˆz39σˆz167 − 16σˆz84σˆz122 −
51664σˆz16σˆ
z
191 − 16σˆz18σˆz189 − 16σˆz20σˆz187 + 8σˆz22σˆz176− 51664σˆz16σˆz192 − 51664σˆz18σˆz190 − 24σˆz19σˆz189 −
51664σˆz20σˆ
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188 − 16σˆz19σˆz190 − 8σˆz20σˆz189 + 8σˆz23σˆz186 − 51664σˆz17σˆz193 − 51664σˆz19σˆz191 − 8σˆz20σˆz190 +
8σˆz21σˆ
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189 − 51664σˆz17σˆz194 − 51664σˆz18σˆz193 − 16σˆz20σˆz191 + 8σˆz38σˆz173 − 51664σˆz17σˆz195 − 16σˆz19σˆz193 −
51664σˆz20σˆ
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z
190 + 8σˆ
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158 − 51664σˆz19σˆz194 − 16σˆz20σˆz193 − 51664σˆz18σˆz196 − 16σˆz20σˆz194 +
8σˆz21σˆ
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191 − 51664σˆz18σˆz197 − 51664σˆz19σˆz196 − 51664σˆz20σˆz195 − 8σˆz20σˆz196 + 8σˆz22σˆz194 −
51664σˆz19σˆ
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198 − 51664σˆz20σˆz197 + 8σˆz21σˆz196 − 51664σˆz20σˆz198 + 8σˆz23σˆz195 + 8σˆz21σˆz198 + 8σˆz22σˆz197 +
16σˆz97σˆ
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3.3. Complete Expression in the Extended Turyn Method
A complete expression of Eq.(33)
Ek(s) = 4s2 − 14s0 − 14s3 + 18s4 − 4s5 + 4s6 − 18s7 + 24s8 + 24s11 + 40s12 − 8s13 + 16s14 −
40s15−16s0s1 +6s0s2−16s1s2 +4s0s4−2s1s3−4s0s5−16s2s3 +4s0s6 +8s1s5 +4s2s4−4s0s7−
8s1s6− 4s2s5− 4s3s4− 8s0s8 + 4s2s6 + 8s1s8− 4s2s7− 20s4s5− 8s1s9 + 4s3s7 + 6s4s6− 8s0s11−
8s1s10 − 8s3s8 − 8s4s7 − 28s5s6 + 4s0s12 + 8s1s11 + 8s3s9 + 6s5s7 − 4s0s13 + 8s3s10 − 20s6s7 +
8s0s14 +12s1s13 +8s2s12−8s3s11−4s0s15−8s1s14−4s2s13−4s3s12 +4s1s15 +8s2s14 +4s3s13 +
12s4s12−4s2s15−4s4s13−8s5s12−48s8s9+4s3s15+8s4s14+20s5s13+8s6s12−8s8s10−12s4s15−
16s5s14 − 20s6s13 − 12s7s12 + 32s8s11 − 16s9s10 + 4s5s15 + 16s6s14 + 4s7s13 + 8s8s12 − 8s9s11 −
4s6s15 − 8s7s14 − 8s8s13 − 48s10s11 + 12s7s15 + 8s9s13 + 8s8s15 + 8s10s13 + 8s11s12 − 8s9s15 −
8s11s13 − 8s10s15 − 40s12s13 + 8s11s15 + 24s12s14 − 16s12s15 − 56s13s14 + 8s13s15 − 40s14s15 +
4s0s1s2+8s0s1s3−2s0s1s4+2s0s2s4+4s1s2s3−2s0s2s5−2s1s2s4+2s0s1s7+2s0s2s6+4s0s3s5+
2s1s3s4−4s0s1s8−2s0s2s7−4s0s3s6+2s0s4s5−2s1s3s5−2s2s3s4+4s0s2s8+2s0s4s6+2s1s2s7+
2s1s3s6 − 4s0s2s9 + 2s0s5s6 − 4s1s2s8 − 2s1s3s7 + 2s1s4s6 − 4s0s1s11 − 4s0s2s10 + 2s0s5s7 +
4s1s3s8 + 4s1s4s7 + 2s2s3s7 + 2s2s4s6 + 2s3s4s5 − 4s0s1s12 + 4s0s2s11 + 2s0s6s7 − 4s1s3s9 +
2s1s5s7 − 4s2s3s8 − 2s3s4s6 + 4s0s2s12 − 4s1s2s11 − 4s1s3s10 + 2s2s5s7 + 2s3s5s6 − 4s0s2s13 −
4s1s2s12 + 4s1s3s11− 2s3s5s7− 4s4s5s6 + 4s0s1s15 + 4s0s2s14 + 8s0s3s13 + 4s1s3s12− 4s2s3s11 +
2s3s6s7 + 8s4s5s7 − 4s0s3s14 + 4s0s8s9 − 4s1s3s13 − 4s2s3s12 − 4s4s5s8 − 8s4s6s7 + 4s0s8s10 +
4s1s2s15 + 4s1s3s14 + 4s4s6s8 + 4s5s6s7 + 4s0s9s10 + 4s1s8s10 − 4s4s6s9 − 4s5s6s8 + 4s0s9s11 +
8s1s8s11 + 4s2s3s15 + 4s2s8s10 + 4s3s8s9− 4s4s5s11− 4s4s6s10 + 4s5s7s8 + 4s0s10s11 + 4s1s9s11−
4s3s8s10 − 4s4s5s12 + 4s4s6s11 − 4s4s8s9 − 4s5s7s9 − 4s6s7s8 + 4s2s9s11 + 4s3s9s10 + 4s4s6s12 +
4s4s8s10−4s5s6s11−4s5s7s10−4s3s9s11−4s4s6s13−4s4s9s10−4s5s6s12 +4s5s7s11−4s5s8s10 +
4s3s10s11+4s4s5s15+4s4s6s14+8s4s7s13+4s4s9s11+4s5s7s12+8s5s8s11−4s6s7s11+4s6s8s10+
4s7s8s9+4s0s12s13−4s4s7s14−4s4s10s11−4s5s7s13−4s5s9s11−4s6s7s12−8s6s8s11−4s7s8s10+
4s0s12s14+4s5s6s15+4s5s7s14+4s6s9s11+4s7s9s10+4s0s13s14+4s1s12s14−4s7s9s11−16s8s9s10+
4s0s13s15 + 8s1s12s15 + 4s2s12s14 + 4s3s12s13 + 4s6s7s15 + 4s7s10s11 + 4s0s14s15 + 4s1s13s15 −
4s3s12s14 − 4s4s12s13 − 8s8s9s12 + 4s2s13s15 + 4s3s13s14 + 4s4s12s14 + 8s8s10s12 − 16s9s10s11 −
4s3s13s15 − 4s4s13s14 − 4s5s12s14 − 8s8s10s13 − 8s9s10s12 + 4s3s14s15 + 4s4s13s15 + 8s5s12s15 +
4s6s12s14 + 4s7s12s13 + 8s8s9s15 + 8s8s10s14 + 16s8s11s13 + 8s9s11s12 − 4s4s14s15 − 4s5s13s15 −
8s6s12s15 − 4s7s12s14 − 8s8s11s14 − 8s8s12s13 − 8s9s11s13 − 8s10s11s12 + 4s6s13s15 + 4s7s13s14 +
8s8s12s14 + 8s9s10s15 + 8s9s11s14 − 4s7s13s15 − 8s8s13s14 − 8s9s12s14 + 4s7s14s15 + 8s8s13s15 +
8s10s11s15−8s10s12s14−8s11s12s13−8s8s14s15−8s9s13s15+8s11s12s14−8s10s13s15−8s11s13s14+
8s11s13s15 − 16s12s13s14 − 8s11s14s15 + 32s12s13s15 − 16s12s14s15 + 16s13s14s15 + 4s0s1s2s3 +
2s0s1s4s5 + 2s0s1s5s6 + 2s0s2s4s6 + 2s1s2s4s5 + 2s0s1s6s7 + 2s0s2s5s7 + 2s0s3s4s7 + 2s1s2s5s6 +
2s1s3s4s6 + 2s2s3s4s5 + 2s1s2s6s7 + 2s1s3s5s7 + 2s2s3s5s6 + 4s0s1s8s9 + 2s2s3s6s7 + 4s0s1s9s10 +
4s0s2s8s10 + 4s1s2s8s9 + 4s0s1s10s11 + 4s0s2s9s11 + 4s0s3s8s11 + 4s1s2s9s10 + 4s1s3s8s10 +
4s2s3s8s9 + 4s4s5s6s7 + 4s1s2s10s11 + 4s1s3s9s11 + 4s2s3s9s10 + 4s0s1s12s13 + 4s2s3s10s11 +
4s4s5s8s9 + 4s0s1s13s14 + 4s0s2s12s14 + 4s1s2s12s13 + 4s4s5s9s10 + 4s4s6s8s10 + 4s5s6s8s9 +
4s0s1s14s15 + 4s0s2s13s15 + 4s0s3s12s15 + 4s1s2s13s14 + 4s1s3s12s14 + 4s2s3s12s13 + 4s4s5s10s11 +
4s4s6s9s11 + 4s4s7s8s11 + 4s5s6s9s10 + 4s5s7s8s10 + 4s6s7s8s9 + 4s1s2s14s15 + 4s1s3s13s15 +
4s2s3s13s14 + 4s5s6s10s11 + 4s5s7s9s11 + 4s6s7s9s10 + 4s2s3s14s15 + 4s4s5s12s13 + 4s6s7s10s11 +
4s4s5s13s14 + 4s4s6s12s14 + 4s5s6s12s13 + 4s4s5s14s15 + 4s4s6s13s15 + 4s4s7s12s15 + 4s5s6s13s14 +
4s5s7s12s14+4s6s7s12s13+16s8s9s10s11+4s5s6s14s15+4s5s7s13s15+4s6s7s13s14+4s6s7s14s15+
8s8s9s12s13+8s8s9s13s14+8s8s10s12s14+8s9s10s12s13+8s8s9s14s15+8s8s10s13s15+8s8s11s12s15+
8s9s10s13s14 + 8s9s11s12s14 + 8s10s11s12s13 + 8s9s10s14s15 + 8s9s11s13s15 + 8s10s11s13s14 +
8s10s11s14s15 + 16s12s13s14s15 + 264
A complete expression of Ek(q) in 92-order H matrix using extended Turyn based method.
Ek(q) = 88q0q1 − 204q1 − 172q2 − 116q3 − 132q4 − 92q5 − 76q6 − 84q7 − 240q8 − 80q9 − 80q10 −
240q11 − 272q12 − 160q13 − 176q14 − 224q15 − 180q0 + 152q0q2 + 104q0q3 + 72q1q2 + 56q0q4 +
152q1q3 + 40q0q5 + 40q1q4 + 56q2q3 + 56q0q6 + 72q1q5 + 40q2q4 + 24q0q7 + 24q1q6 + 24q2q5 +
8q3q4 + 48q0q8 + 56q1q7 + 72q2q6 + 40q3q5 + 80q0q9 + 112q1q8 + 24q2q7 + 24q3q6 + 56q4q5 +
80q0q10 + 48q1q9 + 48q2q8 + 40q3q7 + 104q4q6 + 48q0q11 + 48q1q10 + 80q2q9 + 16q3q8 + 56q4q7 +
8q5q6 + 96q0q12 + 112q1q11 + 80q2q10 + 80q3q9 + 48q4q8 + 200q5q7 + 96q0q13 + 80q1q12 + 48q2q11 +
80q3q10 + 16q4q9 + 48q5q8 + 24q6q7 + 128q0q14 + 128q1q13 + 80q2q12 + 16q3q11 + 16q4q10 + 48q5q9 +
16q6q8 + 80q0q15 + 80q1q14 + 64q2q13 + 32q3q12 + 48q4q11 + 48q5q10 + 80q6q9 + 48q7q8 + 144q1q15 +
144q2q14 +96q3q13 +96q4q12 +48q5q11 +80q6q10 +48q7q9 +80q2q15 +64q3q14 +32q4q13 +16q5q12 +
16q6q11+48q7q10+32q8q9+80q3q15+64q4q14+128q5q13+48q6q12+48q7q11+160q8q10+16q4q15+
16q5q14 + 320q8q11 + 96q9q10 + 112q5q15 + 176q6q14 + 96q7q13 + 128q8q12 + 160q9q11 + 48q6q15 +
32q7q14 + 64q8q13 + 32q9q12 + 32q10q11 + 112q7q15 + 64q8q14 + 128q9q13 + 32q10q12 + 160q8q15 +
160q9q14+128q10q13+128q11q12+96q9q15+160q10q14+64q11q13+96q10q15+64q11q14+128q12q13+
160q11q15 + 192q12q14 + 160q12q15 + 448q13q15 + 64q14q15 − 64q0q1q2 − 96q0q1q3 − 32q0q2q3 −
32q0q1q5−32q0q2q4−64q1q2q3−32q0q1q6−16q0q3q4−32q0q1q7−32q0q2q6−32q0q3q5−32q1q2q5−
32q1q3q4+32q0q3q6−32q0q4q5−32q1q2q6−64q0q1q9−64q0q2q8−16q0q3q7−32q0q4q6−32q1q2q7−
32q1q3q6−32q1q4q5−32q2q3q5−64q0q1q10−32q0q3q8−16q0q4q7−32q0q5q6−32q1q4q6−32q2q3q6−
32q2q4q5−32q0q5q7−64q1q2q9−64q1q3q8−32q1q4q7−32q1q5q6−32q2q3q7−32q2q4q6−32q3q4q5−
64q0q2q11 − 32q0q6q7 − 64q1q2q10 − 32q1q5q7 − 32q2q5q6 − 64q0q1q13 − 64q0q2q12 − 32q0q3q11 −
32q1q6q7 − 64q2q3q9 − 32q2q5q7 − 16q3q4q7 − 32q3q5q6 − 64q0q1q14 − 32q0q3q12 − 64q1q3q11 −
64q2q3q10 − 32q2q6q7 − 64q0q1q15 − 64q0q2q14 − 64q0q3q13 − 64q1q2q13 − 64q1q3q12 − 32q3q6q7 −
96q4q5q7 − 32q0q2q15 + 32q0q3q14 − 64q0q8q9 − 64q1q2q14 + 32q4q6q7 − 32q0q3q15 − 64q0q8q10 −
64q1q2q15 − 64q1q3q14 − 64q1q8q9 − 64q2q3q13 − 64q4q5q9 − 64q4q6q8 − 64q5q6q7 − 32q0q8q11 −
64q0q9q10 − 32q1q3q15 − 64q1q8q10 − 64q2q3q14 − 64q2q8q9 − 64q4q5q10 − 32q4q7q8 − 64q0q9q11 −
64q1q8q11 − 64q1q9q10 − 64q2q3q15 − 64q2q8q10 − 64q3q8q9 − 64q5q6q9 − 64q5q7q8 − 64q0q10q11 −
64q1q9q11− 64q2q9q10− 64q4q6q11− 64q5q6q10− 64q1q10q11− 64q2q9q11− 32q3q8q11− 64q3q9q10−
64q4q5q13 − 64q4q6q12 − 32q4q7q11 − 64q4q8q10 − 64q5q8q9 − 64q6q7q9 − 64q2q10q11 − 64q4q5q14 −
32q4q7q12 − 32q4q8q11 − 64q5q7q11 − 64q6q7q10 − 64q6q8q9 − 64q3q10q11 − 64q4q5q15 − 64q4q6q14 −
64q4q7q13 − 64q4q9q11 − 64q5q6q13 − 64q5q7q12 − 64q5q8q11 − 64q5q9q10 − 64q6q8q10 − 64q7q8q9 −
64q0q12q13−32q4q6q15 +32q4q7q14−64q5q6q14 +64q6q8q11−64q6q9q10−64q0q12q14−64q1q12q13−
32q4q7q15− 64q5q6q15− 64q5q7q14− 64q5q10q11− 64q6q7q13− 64q6q9q11− 32q7q8q11− 64q7q9q10−
32q0q12q15−64q0q13q14−64q1q12q14−64q2q12q13−32q5q7q15−64q6q7q14−64q6q10q11−64q0q13q15−
64q1q12q15−64q1q13q14−64q2q12q14−64q3q12q13−64q6q7q15−64q7q10q11−128q8q9q11−64q0q14q15−
64q1q13q15 − 64q2q13q14 − 128q8q10q11 − 64q1q14q15 − 64q2q13q15 − 32q3q12q15 − 64q3q13q14 −
64q4q12q14 − 64q5q12q13 − 128q8q9q13 − 128q8q10q12 − 64q2q14q15 − 32q4q12q15 − 64q6q12q13 −
128q8q9q14 − 64q8q11q12 − 64q3q14q15 − 64q4q13q15 − 64q5q12q15 − 64q5q13q14 − 64q6q12q14 −
64q7q12q13 − 128q8q9q15 − 128q8q10q14 − 128q8q11q13 − 128q9q10q13 − 128q9q11q12 + 64q6q12q15 −
64q6q13q14 − 64q8q10q15 + 64q8q11q14 − 128q9q10q14 − 64q5q14q15 − 64q6q13q15 − 32q7q12q15 −
64q7q13q14− 64q8q11q15− 128q8q12q14− 128q9q10q15− 128q9q11q14− 128q9q12q13− 128q10q11q13−
64q6q14q15 − 64q8q12q15 − 64q9q11q15 − 128q10q11q14 − 128q10q12q13 − 64q7q14q15 − 128q8q13q15 −
128q9q13q14−128q10q11q15−128q10q13q14−128q11q12q14−128q9q14q15−64q11q12q15−128q10q14q15−
128q11q13q15− 384q12q13q15− 256q13q14q15 + 64q0q1q2q3 + 32q0q1q4q5 + 32q0q1q5q6 + 32q0q2q4q6 +
32q1q2q4q5 + 32q0q1q6q7 + 32q0q2q5q7 + 32q0q3q4q7 + 32q1q2q5q6 + 32q1q3q4q6 + 32q2q3q4q5 +
32q1q2q6q7 + 32q1q3q5q7 + 32q2q3q5q6 + 64q0q1q8q9 + 32q2q3q6q7 + 64q0q1q9q10 + 64q0q2q8q10 +
64q1q2q8q9 + 64q0q1q10q11 + 64q0q2q9q11 + 64q0q3q8q11 + 64q1q2q9q10 + 64q1q3q8q10 + 64q2q3q8q9 +
64q4q5q6q7+64q1q2q10q11+64q1q3q9q11+64q2q3q9q10+64q0q1q12q13+64q2q3q10q11+64q4q5q8q9+
64q0q1q13q14+64q0q2q12q14+64q1q2q12q13+64q4q5q9q10+64q4q6q8q10+64q5q6q8q9+64q0q1q14q15+
64q0q2q13q15 + 64q0q3q12q15 + 64q1q2q13q14 + 64q1q3q12q14 + 64q2q3q12q13 + 64q4q5q10q11 +
64q4q6q9q11+64q4q7q8q11+64q5q6q9q10+64q5q7q8q10+64q6q7q8q9+64q1q2q14q15+64q1q3q13q15+
64q2q3q13q14 + 64q5q6q10q11 + 64q5q7q9q11 + 64q6q7q9q10 + 64q2q3q14q15 + 64q4q5q12q13 +
64q6q7q10q11 + 64q4q5q13q14 + 64q4q6q12q14 + 64q5q6q12q13 + 64q4q5q14q15 + 64q4q6q13q15 +
64q4q7q12q15 + 64q5q6q13q14 + 64q5q7q12q14 + 64q6q7q12q13 + 256q8q9q10q11 + 64q5q6q14q15 +
64q5q7q13q15 + 64q6q7q13q14 + 64q6q7q14q15 + 128q8q9q12q13 + 128q8q9q13q14 + 128q8q10q12q14 +
128q9q10q12q13+128q8q9q14q15+128q8q10q13q15+128q8q11q12q15+128q9q10q13q14+128q9q11q12q14+
128q10q11q12q13 + 128q9q10q14q15 + 128q9q11q13q15 + 128q10q11q13q14 + 128q10q11q14q15 +
256q12q13q14q15 + 472
A complete expression of E2(q) in 92-order H matrix using extended Turyn based method,
using δ = 65, 936
E2(q) = 197896q16− 204q1− 172q2− 116q3− 132q4− 92q5− 76q6− 84q7− 240q8− 80q9− 80q10−
240q11−272q12−160q13−176q14−224q15−180q0+197960q17+197912q18+197864q19+197848q20+
197864q21+197856q22+197888q23+197888q24+197904q25+197904q26+197936q27+197880q28+
197960q29+197848q30+197880q31+197832q32+197920q33+197856q34+197856q35+197888q36+
197936q37+197888q38+197864q39+197848q40+197832q41+197880q42+197856q43+197888q44+
197888q45+197888q46+197872q47+197952q48+197816q49+197848q50+197832q51+197824q52+
197888q53+197888q54+197840q55+197904q56+197872q57+197864q58+197912q59+197864q60+
197856q61+197824q62+197904q63+197840q64+197816q65+198008q66+197856q67+197856q68+
197856q69+197824q70+197936q71+197824q72+197832q73+197824q74+197888q75+197888q76+
197856q77+197808q78+197984q79+197856q80+197856q81+197856q82+197808q83+197904q84+
197840q85+197840q86+197968q87+198128q88+197936q89+197872q90+197904q91+197968q83+
197840q93+197936q94+197968q95+197840q96+197840q97+197936q98+197968q99+197936q100+
197872q101 + 197936q102 + 198000q103 + 197968q104 + 197808q105 + 198256q106 + 197872q107 +
65936q0q1+65936q0q2+65936q0q3+65936q1q2+65936q0q4+65936q1q3+65936q0q5+65936q1q4+
65936q2q3 + 65936q0q6 + 65936q1q5 + 65936q2q4 + 24q0q7 + 65936q1q6 + 65936q2q5 + 65936q3q4 +
65936q0q8 + 56q1q7 + 65936q2q6 + 65936q3q5 + 65936q0q9 + 65936q1q8 + 24q2q7 + 65936q3q6 +
65936q4q5 + 65936q0q10 + 65936q1q9 + 65936q2q8 + 40q3q7 + 65936q4q6 + 48q0q11 + 65936q1q10 +
65936q2q9+65936q3q8+65936q4q7+65936q5q6+65936q0q12+112q1q11+65936q2q10+65936q3q9+
65936q4q8+65936q5q7+65936q0q13+65936q1q12+48q2q11+65936q3q10+65936q4q9+65936q5q8+
65936q6q7 + 65936q0q14 + 65936q1q13 + 65936q2q12 + 16q3q11 + 16q4q10 + 65936q5q9 + 65936q6q8 +
80q0q15 +65936q1q14 +65936q2q13 +65936q3q12 +48q4q11 +65936q5q10 +65936q6q9 +65936q7q8−
131872q0q16+144q1q15+65936q2q14+65936q3q13+65936q4q12+48q5q11+65936q6q10+65936q7q9−
131872q0q17−131872q1q16+80q2q15+65936q3q14+65936q4q13+65936q5q12+16q6q11+65936q7q10+
65936q8q9 − 131872q0q18 − 64q2q16 + 80q3q15 + 64q4q14 + 65936q5q13 + 65936q6q12 + 48q7q11 +
65936q8q10−131872q0q19−131872q2q17−96q3q16+16q4q15+65936q5q14+65936q6q13+65936q7q12+
65936q8q11+65936q9q10−131872q0q20−32q3q17+112q5q15+65936q6q14+65936q7q13+65936q8q12+
65936q9q11−131872q0q21−131872q3q18−32q4q17−32q5q16+48q6q15+65936q7q14+65936q8q13+
65936q9q12 + 65936q10q11− 131872q0q22− 16q4q18− 32q6q16 + 112q7q15 + 64q8q14 + 65936q9q13 +
65936q10q12− 131872q0q23− 131872q4q19− 32q5q18− 32q6q17− 32q7q16 + 160q8q15 + 65936q9q14 +
65936q10q13+65936q11q12−131872q0q24−32q5q19+32q6q18+96q9q15+65936q10q14+65936q11q13−
131872q0q25 − 131872q5q20 − 32q6q19 − 16q7q18 − 64q8q17 − 64q9q16 + 96q10q15 + 64q11q14 +
65936q12q13 − 131872q0q26 − 32q6q20 − 16q7q19 − 32q8q18 − 64q10q16 + 160q11q15 + 65936q12q14 −
131872q0q27−131872q6q21−32q7q20+65936q12q15+65936q13q14−32q7q21−64q11q17+65936q13q15−
131872q1q28 − 32q11q18 − 64q12q17 − 64q13q16 + 65936q14q15 − 131872q1q29 − 131872q2q28 −
131872q8q22 − 32q12q18 − 64q14q16 − 131872q1q30 − 64q3q28 − 64q9q22 − 64q13q18 − 64q14q17 −
64q15q16−131872q1q31−131872q3q29−131872q9q23−64q10q22+32q14q18−32q15q17−131872q1q32−
32q4q29 − 32q5q28 − 64q10q23 − 32q11q22 − 32q15q18 − 131872q1q33 − 131872q4q30 − 32q6q28 −
131872q10q24 − 64q11q23 − 131872q1q34 − 32q5q30 − 32q6q29 − 32q7q28 − 64q11q24 − 131872q1q35 −
131872q5q31 − 32q6q30 − 131872q1q36 − 32q6q31 − 32q7q30 − 64q8q29 − 64q9q28 − 131872q12q25 −
131872q1q37−131872q6q32−32q7q31−64q10q28−64q13q25−131872q1q38−32q7q32−131872q13q26−
64q14q25 − 64q11q29 − 64q14q26 − 32q15q25 − 131872q2q39 − 131872q8q33 − 64q12q29 − 64q13q28 −
131872q14q27−64q15q26−131872q2q40−131872q3q39−64q9q33−64q14q28−64q15q27−131872q2q41−
131872q9q34− 64q10q33− 64q14q29− 64q15q28− 131872q2q42− 131872q4q40− 32q5q39− 64q10q34−
64q11q33− 32q15q29− 131872q2q43− 32q5q40− 32q6q39− 131872q10q35− 64q11q34− 131872q2q44−
131872q5q41−32q6q40−32q7q39−64q11q35−131872q2q45−32q6q41−131872q2q46−131872q6q42−
32q7q41 − 64q9q39 − 131872q12q36 − 131872q2q47 − 32q7q42 − 64q10q39 − 64q13q36 − 131872q2q48 −
131872q13q37−64q14q36−131872q8q43−64q14q37−64q15q36−131872q3q49−64q9q43−64q13q39−
131872q14q38−64q15q37−131872q3q50−131872q4q49−131872q9q44−64q10q43−64q14q39−64q15q38−
131872q3q51−32q5q49−64q10q44−64q15q39−131872q3q52−131872q5q50−131872q10q45−64q11q44+
64q16q39−131872q3q53−32q6q50−16q7q49−64q11q45−131872q3q54−131872q6q51−131872q3q55−
32q7q51 − 131872q12q46 − 131872q3q56 − 64q13q46 − 131872q3q57 − 131872q8q52 − 131872q13q47 −
64q14q46−64q9q52−64q14q47−131872q4q58−131872q9q53−131872q14q48−64q15q47−131872q4q59−
131872q5q58 − 64q10q53 − 32q11q52 − 64q15q48 − 131872q4q60 − 131872q10q54 − 131872q4q61 −
131872q6q59−96q7q58−64q11q54−131872q4q62 +32q7q59−131872q4q63−131872q7q60−64q8q59−
64q9q58−131872q12q55−131872q4q64−32q8q60−64q10q58−64q13q55−131872q8q61−131872q13q56−
131872q5q65−64q11q59−64q14q56−32q15q55−131872q5q66−131872q6q65−131872q9q62−64q10q61−
32q11q60 − 64q12q59 − 64q13q58 − 131872q14q57 − 131872q5q67 − 64q7q65 − 32q11q61 − 32q12q60 −
64q14q58 − 64q15q57 − 131872q5q68 − 131872q7q66 − 64q11q62 − 64q13q60 − 64q14q59 − 64q15q58 −
131872q5q69 − 64q8q66 − 64q9q65 + 32q14q60 − 32q15q59 + 32q16q58 − 131872q5q70 − 131872q8q67 −
64q10q65−131872q12q63−32q15q60−131872q5q71−64q9q67+32q17q59−131872q5q72−131872q9q68−
64q11q66−131872q13q64−64q14q63−64q10q68−64q11q67−64q12q66−64q13q65−32q15q63+32q18q60−
131872q6q73−131872q10q69−64q14q65−64q15q64−131872q6q74−131872q7q73−64q11q69−64q14q66−
64q15q65−131872q6q75−32q15q66+32q16q65−131872q6q76−131872q8q74−64q9q73−131872q12q70−
131872q6q77− 64q9q74− 64q10q73− 64q13q70 + 32q17q66− 131872q6q78− 131872q9q75− 64q10q74−
131872q13q71−131872q6q79−64q10q75+64q11q74−64q14q71−64q15q70−131872q10q76−64q11q75−
64q13q73−131872q14q72 +32q28q58−131872q7q80−64q11q76−64q14q73−64q15q72−131872q7q81−
131872q8q80−64q15q73+32q29q59−131872q7q82−64q9q80−131872q12q77+32q16q73−131872q7q83−
131872q9q81−64q13q77−131872q7q84−64q10q81−32q11q80−131872q13q78−64q14q77−131872q7q85−
131872q10q82−64q14q78+64q15q77−64q11q82−131872q14q79−64q15q78+32q28q65−131872q8q86−
64q15q79 − 131872q8q87 − 131872q9q86 − 131872q12q83 + 32q29q66 − 131872q8q88 − 64q13q83 −
131872q8q89 − 131872q10q87 − 128q11q86 − 131872q13q84 + 32q39q58 − 131872q8q90 − 128q11q87 −
64q14q84−32q15q83−131872q11q88−128q12q87−128q13q86−131872q14q85−131872q9q91−64q12q88−
128q14q86 − 64q15q85 − 131872q9q83 − 131872q10q91 − 131872q12q89 − 128q13q88 − 128q14q87 −
128q15q86+32q28q73−131872q9q93+64q14q88−64q15q87+64q16q86−131872q9q94−131872q11q83−
131872q13q90−128q14q89−64q15q88−131872q9q95−128q12q83−128q13q91−64q15q89 +64q17q87 +
32q39q65−131872q12q93−128q14q91−128q15q90−131872q10q96−128q13q93−128q14q83−128q15q91+
64q18q88 − 131872q10q97 − 131872q11q96 − 131872q13q94 − 64q15q83 + 64q16q91 − 131872q10q98 −
128q14q94 − 131872q10q99 − 131872q12q97 − 128q13q96 − 131872q14q95 + 64q17q83 − 128q13q97 −
128q14q96−128q15q95−131872q11q100−131872q13q98−128q15q96−131872q11q101−131872q12q100−
128q14q98 + 64q16q96 + 32q39q73 − 131872q14q99 − 131872q12q102 − 131872q13q101 − 128q14q100 −
128q15q99 + 64q28q86− 131872q12q103− 131872q13q102− 64q15q100− 131872q12q104− 128q15q101 +
64q29q87−131872q14q103−384q15q102−131872q13q105+64q16q102−131872q13q106−131872q14q105−
131872q15q104 + 64q28q91 − 256q15q105 + 64q17q103 − 131872q14q107 − 131872q15q106 + 64q16q105 +
64q29q83− 131872q15q107 + 64q18q104 + 64q16q107 + 64q17q106 + 64q28q96 + 64q39q86 + 64q28q102 +
64q39q91+64q58q73+64q29q103+64q28q105+64q28q107+64q29q106+64q39q96+64q39q102+64q39q105+
64q58q86 +64q39q107 +64q59q87 +64q60q88 +64q58q91 +64q59q83+64q65q86 +64q66q87 +64q58q96 +
64q65q91+64q66q83+64q73q86+64q58q102+64q65q96+64q59q103+64q58q105+64q60q104+64q73q91+
64q58q107 + 64q59q106 + 64q65q102 + 64q66q103 + 64q73q96 + 64q65q105 + 64q65q107 + 64q66q106 +
64q73q102 +64q73q105 +64q73q107 +256q86q96 +128q86q102 +128q87q103 +128q86q105 +128q88q104 +
128q86q107 + 128q87q106 + 128q91q102 + 128q83q103 + 128q91q105 + 128q91q107 + 128q83q106 +
128q96q102 + 128q96q105 + 128q96q107 + 256q102q107 + 472
3.4. A complete expression of E2(s) in 92-order H matrix using extended-Turyn based method
E2(s) = 197860s0+197832s1+197872s2+197880s3+181374s4+214362s5+214402s6+148454s7+
214436s8 + 231000s9 + 214592s10 + 82772s11 + 247556s12 + 247772s13 + 198456s14 + 50116s15−
33004s16−33028s17−33012s18−32976s19−32972s20−32988s21−32952s22−32976s23−32992s24−
32976s25−32984s26−33016s27−33004s28−33036s29−32964s30−32988s31−32972s32−32976s33−
32960s34−32976s35−32960s36−33000s37−32992s38−33028s39−32972s40−32964s41−32996s42−
32960s43−32976s44−32992s45−32976s46−32968s47−33024s48−32960s49−32980s50−32972s51−
32952s52−32992s53−32992s54−32960s55−33000s56−32984s57−33028s58−33036s59−32996s60−
32968s61−32960s62−32992s63−32968s64−32996s65−33076s66−32960s67−32976s68−32976s69−
32944s70−33016s71−32960s72−33036s73−32960s74−32976s75−32992s76−32976s77−32936s78−
33040s79−32968s80−32976s81−32976s82−32944s83−33000s84−32968s85−33112s86−33064s87−
33144s88−32984s89−32968s90−33112s91−33096s92−32952s93−33000s94−33016s95−33144s96−
32952s97 − 33000s98 − 33016s99 − 32984s100 − 32968s101 − 33192s102 − 33192s103 − 33112s104 −
33096s105−33320s106−33256s107+16484s0s1+16484s0s2+16484s0s3+16484s1s2+16484s0s4+
16484s1s3 + 16484s0s5 + 16484s1s4 + 16484s2s3 + 16484s0s6 + 16484s1s5 + 16484s2s4 + 6s0s7 +
16484s1s6 + 16484s2s5 + 16484s3s4 + 16484s0s8 + 14s1s7 + 16484s2s6 + 16484s3s5 + 16484s0s9 +
16484s1s8 + 6s2s7 + 16484s3s6 + 16484s4s5 + 16484s0s10 + 16484s1s9 + 16484s2s8 + 10s3s7 +
16484s4s6+12s0s11+16484s1s10+16484s2s9+16484s3s8+16484s4s7+16484s5s6+16484s0s12+
28s1s11 +16484s2s10 +16484s3s9 +16484s4s8 +16484s5s7 +16484s0s13 +16484s1s12 +12s2s11 +
16484s3s10 + 16484s4s9 + 16484s5s8 + 16484s6s7 + 16484s0s14 + 16484s1s13 + 16484s2s12 +
4s3s11 + 4s4s10 + 16484s5s9 + 16484s6s8 + 20s0s15 + 16484s1s14 + 16484s2s13 + 16484s3s12 +
12s4s11+16484s5s10+16484s6s9+16484s7s8−32968s0s16+36s1s15+16484s2s14+16484s3s13+
16484s4s12+12s5s11+16484s6s10+16484s7s9−32968s0s17−32968s1s16+20s2s15+16484s3s14+
16484s4s13 + 16484s5s12 + 4s6s11 + 16484s7s10 + 16484s8s9 − 32968s0s18 − 16s2s16 + 20s3s15 +
16s4s14 + 16484s5s13 + 16484s6s12 + 12s7s11 + 16484s8s10− 32968s0s19− 32968s2s17− 24s3s16 +
4s4s15 +16484s5s14 +16484s6s13 +16484s7s12 +16484s8s11 +16484s9s10−32968s0s20−8s3s17 +
28s5s15+16484s6s14+16484s7s13+16484s8s12+16484s9s11−32968s0s21−32968s3s18−8s4s17−
8s5s16 + 12s6s15 + 16484s7s14 + 16484s8s13 + 16484s9s12 + 16484s10s11 − 32968s0s22 − 4s4s18 −
8s6s16 + 28s7s15 + 16s8s14 + 16484s9s13 + 16484s10s12 − 32968s0s23 − 32968s4s19 − 8s5s18 −
8s6s17 − 8s7s16 + 40s8s15 + 16484s9s14 + 16484s10s13 + 16484s11s12 − 32968s0s24 − 8s5s19 +
8s6s18 + 24s9s15 + 16484s10s14 + 16484s11s13 − 32968s0s25 − 32968s5s20 − 8s6s19 − 4s7s18 −
16s8s17− 16s9s16 + 24s10s15 + 16s11s14 + 16484s12s13− 32968s0s26− 8s6s20− 4s7s19− 8s8s18−
16s10s16+40s11s15+16484s12s14−32968s0s27−32968s6s21−8s7s20+16484s12s15+16484s13s14−
8s7s21 − 16s11s17 + 16484s13s15 − 32968s1s28 − 8s11s18 − 16s12s17 − 16s13s16 + 16484s14s15 −
32968s1s29 − 32968s2s28 − 32968s8s22 − 8s12s18 − 16s14s16 − 32968s1s30 − 16s3s28 − 16s9s22 −
16s13s18 − 16s14s17 − 16s15s16 − 32968s1s31 − 32968s3s29 − 32968s9s23 − 16s10s22 + 8s14s18 −
8s15s17−32968s1s32−8s4s29−8s5s28−16s10s23−8s11s22−8s15s18−32968s1s33−32968s4s30−
8s6s28−32968s10s24−16s11s23−32968s1s34−8s5s30−8s6s29−8s7s28−16s11s24−32968s1s35−
32968s5s31−8s6s30−32968s1s36−8s6s31−8s7s30−16s8s29−16s9s28−32968s12s25−32968s1s37−
32968s6s32 − 8s7s31 − 16s10s28 − 16s13s25 − 32968s1s38 − 8s7s32 − 32968s13s26 − 16s14s25 −
16s11s29 − 16s14s26 − 8s15s25 − 32968s2s39 − 32968s8s33 − 16s12s29 − 16s13s28 − 32968s14s27 −
16s15s26− 32968s2s40− 32968s3s39− 16s9s33− 16s14s28− 16s15s27− 32968s2s41− 32968s9s34−
16s10s33−16s14s29−16s15s28−32968s2s42−32968s4s40−8s5s39−16s10s34−16s11s33−8s15s29−
32968s2s43−8s5s40−8s6s39−32968s10s35−16s11s34−32968s2s44−32968s5s41−8s6s40−8s7s39−
16s11s35 − 32968s2s45 − 8s6s41 − 32968s2s46 − 32968s6s42 − 8s7s41 − 16s9s39 − 32968s12s36 −
32968s2s47− 8s7s42− 16s10s39− 16s13s36− 32968s2s48− 32968s13s37− 16s14s36− 32968s8s43−
16s14s37 − 16s15s36 − 32968s3s49 − 16s9s43 − 16s13s39 − 32968s14s38 − 16s15s37 − 32968s3s50 −
32968s4s49 − 32968s9s44 − 16s10s43 − 16s14s39 − 16s15s38 − 32968s3s51 − 8s5s49 − 16s10s44 −
16s15s39− 32968s3s52− 32968s5s50− 32968s10s45− 16s11s44 + 16s16s39− 32968s3s53− 8s6s50−
4s7s49− 16s11s45− 32968s3s54− 32968s6s51− 32968s3s55− 8s7s51− 32968s12s46− 32968s3s56−
16s13s46− 32968s3s57− 32968s8s52− 32968s13s47− 16s14s46− 16s9s52− 16s14s47− 32968s4s58−
32968s9s53− 32968s14s48− 16s15s47− 32968s4s59− 32968s5s58− 16s10s53− 8s11s52− 16s15s48−
32968s4s60−32968s10s54−32968s4s61−32968s6s59−24s7s58−16s11s54−32968s4s62 +8s7s59−
32968s4s63 − 32968s7s60 − 16s8s59 − 16s9s58 − 32968s12s55 − 32968s4s64 − 8s8s60 − 16s10s58 −
16s13s55− 32968s8s61− 32968s13s56− 32968s5s65− 16s11s59− 16s14s56− 8s15s55− 32968s5s66−
32968s6s65− 32968s9s62− 16s10s61− 8s11s60− 16s12s59− 16s13s58− 32968s14s57− 32968s5s67−
16s7s65−8s11s61−8s12s60−16s14s58−16s15s57−32968s5s68−32968s7s66−16s11s62−16s13s60−
16s14s59−16s15s58−32968s5s69−16s8s66−16s9s65 + 8s14s60−8s15s59 + 8s16s58−32968s5s70−
32968s8s67 − 16s10s65 − 32968s12s63 − 8s15s60 − 32968s5s71 − 16s9s67 + 8s17s59 − 32968s5s72 −
32968s9s68 − 16s11s66 − 32968s13s64 − 16s14s63 − 16s10s68 − 16s11s67 − 16s12s66 − 16s13s65 −
8s15s63 + 8s18s60 − 32968s6s73 − 32968s10s69 − 16s14s65 − 16s15s64 − 32968s6s74 − 32968s7s73 −
16s11s69−16s14s66−16s15s65−32968s6s75−8s15s66+8s16s65−32968s6s76−32968s8s74−16s9s73−
32968s12s70− 32968s6s77− 16s9s74− 16s10s73− 16s13s70 + 8s17s66− 32968s6s78− 32968s9s75−
16s10s74− 32968s13s71− 32968s6s79− 16s10s75 + 16s11s74− 16s14s71− 16s15s70− 32968s10s76−
16s11s75 − 16s13s73 − 32968s14s72 + 8s28s58 − 32968s7s80 − 16s11s76 − 16s14s73 − 16s15s72 −
32968s7s81 − 32968s8s80 − 16s15s73 + 8s29s59 − 32968s7s82 − 16s9s80 − 32968s12s77 + 8s16s73 −
32968s7s83− 32968s9s81− 16s13s77− 32968s7s84− 16s10s81− 8s11s80− 32968s13s78− 16s14s77−
32968s7s85 − 32968s10s82 − 16s14s78 + 16s15s77 − 16s11s82 − 32968s14s79 − 16s15s78 + 8s28s65 −
32968s8s86−16s15s79−32968s8s87−32968s9s86−32968s12s83+8s29s66−32968s8s88−16s13s83−
32968s8s89−32968s10s87−32s11s86−32968s13s84 +8s39s58−32968s8s90−32s11s87−16s14s84−
8s15s83 − 32968s11s88 − 32s12s87 − 32s13s86 − 32968s14s85 − 32968s9s91 − 16s12s88 − 32s14s86 −
16s15s85 − 32968s9s92 − 32968s10s91 − 32968s12s89 − 32s13s88 − 32s14s87 − 32s15s86 + 8s28s73 −
32968s9s93+16s14s88−16s15s87+16s16s86−32968s9s94−32968s11s92−32968s13s90−32s14s89−
16s15s88−32968s9s95−32s12s92−32s13s91−16s15s89+16s17s87+8s39s65−32968s12s93−32s14s91−
32s15s90−32968s10s96−32s13s93−32s14s92−32s15s91 + 16s18s88−32968s10s97−32968s11s96−
32968s13s94−16s15s92+16s16s91−32968s10s98−32s14s94−32968s10s99−32968s12s97−32s13s96−
32968s14s95 +16s17s92−32s13s97−32s14s96−32s15s95−32968s11s100−32968s13s98−32s15s96−
32968s11s101 − 32968s12s100 − 32s14s98 + 16s16s96 + 8s39s73 − 32968s14s99 − 32968s12s102 −
32968s13s101 − 32s14s100 − 32s15s99 + 16s28s86 − 32968s12s103 − 32968s13s102 − 16s15s100 −
32968s12s104 − 32s15s101 + 16s29s87 − 32968s14s103 − 96s15s102 − 32968s13s105 + 16s16s102 −
32968s13s106 − 32968s14s105 − 32968s15s104 + 16s28s91 − 64s15s105 + 16s17s103 − 32968s14s107 −
32968s15s106+16s16s105+16s29s92−32968s15s107+16s18s104+16s16s107+16s17s106+16s28s96+
16s39s86+16s28s102+16s39s91+16s58s73+16s29s103+16s28s105+16s28s107+16s29s106+16s39s96+
16s39s102+16s39s105+16s58s86+16s39s107+16s59s87+16s60s88+16s58s91+16s59s92+16s65s86+
16s66s87+16s58s96+16s65s91+16s66s92+16s73s86+16s58s102+16s65s96+16s59s103+16s58s105+
16s60s104 + 16s73s91 + 16s58s107 + 16s59s106 + 16s65s102 + 16s66s103 + 16s73s96 + 16s65s105 +
16s65s107 + 16s66s106 + 16s73s102 + 16s73s105 + 16s73s107 + 64s86s96 + 32s86s102 + 32s87s103 +
32s86s105 + 32s88s104 + 32s86s107 + 32s87s106 + 32s91s102 + 32s92s103 + 32s91s105 + 32s91s107 +
32s92s106 + 32s96s102 + 32s96s105 + 32s96s107 + 64s102s107 + 4551232
3.5. A complete expression of Hˆ2 (σˆ
z) in 92-order H matrix using extended-Turyn based method
Hˆ2 (σˆ
z) = 197860σˆz0 + 197832σˆ
z
1 + 197872σˆ
z
2 + 197880σˆ
z
3 + 181374σˆ
z
4 + 214362σˆ
z
5 + 214402σˆ
z
6 +
148454σˆz7 +214436σˆ
z
8 +231000σˆ
z
9 +214592σˆ
z
10 +82772σˆ
z
11 +247556σˆ
z
12 +247772σˆ
z
13 +198456σˆ
z
14 +
50116σˆz15 − 33004σˆz16 − 33028σˆz17 − 33012σˆz18 − 32976σˆz19 − 32972σˆz20 − 32988σˆz21 − 32952σˆz22 −
32976σˆz23 − 32992σˆz24 − 32976σˆz25 − 32984σˆz26 − 33016σˆz27 − 33004σˆz28 − 33036σˆz29 − 32964σˆz30 −
32988σˆz31 − 32972σˆz32 − 32976σˆz33 − 32960σˆz34 − 32976σˆz35 − 32960σˆz36 − 33000σˆz37 − 32992σˆz38 −
33028σˆz39 − 32972σˆz40 − 32964σˆz41 − 32996σˆz42 − 32960σˆz43 − 32976σˆz44 − 32992σˆz45 − 32976σˆz46 −
32968σˆz47 − 33024σˆz48 − 32960σˆz49 − 32980σˆz50 − 32972σˆz51 − 32952σˆz52 − 32992σˆz53 − 32992σˆz54 −
32960σˆz55 − 33000σˆz56 − 32984σˆz57 − 33028σˆz58 − 33036σˆz59 − 32996σˆz60 − 32968σˆz61 − 32960σˆz62 −
32992σˆz63 − 32968σˆz64 − 32996σˆz65 − 33076σˆz66 − 32960σˆz67 − 32976σˆz68 − 32976σˆz69 − 32944σˆz70 −
33016σˆz71 − 32960σˆz72 − 33036σˆz73 − 32960σˆz74 − 32976σˆz75 − 32992σˆz76 − 32976σˆz77 − 32936σˆz78 −
33040σˆz79 − 32968σˆz80 − 32976σˆz81 − 32976σˆz82 − 32944σˆz83 − 33000σˆz84 − 32968σˆz85 − 33112σˆz86 −
33064σˆz87 − 33144σˆz88 − 32984σˆz89 − 32968σˆz90 − 33112σˆz91 − 33096σˆz92 − 32952σˆz93 − 33000σˆz94 −
33016σˆz95 − 33144σˆz96 − 32952σˆz97 − 33000σˆz98 − 33016σˆz99 − 32984σˆz100 − 32968σˆz101 − 33192σˆz102 −
33192σˆz103−33112σˆz104−33096σˆz105−33320σˆz106−33256σˆz107+16484σˆz0σˆz1+16484σˆz0σˆz2+16484σˆz0σˆz3+
16484σˆz1σˆ
z
2 + 16484σˆ
z
0σˆ
z
4 + 16484σˆ
z
1σˆ
z
3 + 16484σˆ
z
0σˆ
z
5 + 16484σˆ
z
1σˆ
z
4 + 16484σˆ
z
2σˆ
z
3 + 16484σˆ
z
0σˆ
z
6 +
16484σˆz1σˆ
z
5 + 16484σˆ
z
2σˆ
z
4 + 6σˆ
z
0σˆ
z
7 + 16484σˆ
z
1σˆ
z
6 + 16484σˆ
z
2σˆ
z
5 + 16484σˆ
z
3σˆ
z
4 + 16484σˆ
z
0σˆ
z
8 + 14σˆ
z
1σˆ
z
7 +
16484σˆz2σˆ
z
6+16484σˆ
z
3σˆ
z
5+16484σˆ
z
0σˆ
z
9+16484σˆ
z
1σˆ
z
8+6σˆ
z
2σˆ
z
7+16484σˆ
z
3σˆ
z
6+16484σˆ
z
4σˆ
z
5+16484σˆ
z
0σˆ
z
10+
16484σˆz1σˆ
z
9+16484σˆ
z
2σˆ
z
8+10σˆ
z
3σˆ
z
7+16484σˆ
z
4σˆ
z
6+12σˆ
z
0σˆ
z
11+16484σˆ
z
1σˆ
z
10+16484σˆ
z
2σˆ
z
9+16484σˆ
z
3σˆ
z
8+
16484σˆz4σˆ
z
7 + 16484σˆ
z
5σˆ
z
6 + 16484σˆ
z
0σˆ
z
12 + 28σˆ
z
1σˆ
z
11 + 16484σˆ
z
2σˆ
z
10 + 16484σˆ
z
3σˆ
z
9 + 16484σˆ
z
4σˆ
z
8 +
16484σˆz5σˆ
z
7 + 16484σˆ
z
0σˆ
z
13 + 16484σˆ
z
1σˆ
z
12 + 12σˆ
z
2σˆ
z
11 + 16484σˆ
z
3σˆ
z
10 + 16484σˆ
z
4σˆ
z
9 + 16484σˆ
z
5σˆ
z
8 +
16484σˆz6σˆ
z
7+16484σˆ
z
0σˆ
z
14+16484σˆ
z
1σˆ
z
13+16484σˆ
z
2σˆ
z
12+4σˆ
z
3σˆ
z
11+4σˆ
z
4σˆ
z
10+16484σˆ
z
5σˆ
z
9+16484σˆ
z
6σˆ
z
8+
20σˆz0σˆ
z
15 + 16484σˆ
z
1σˆ
z
14 + 16484σˆ
z
2σˆ
z
13 + 16484σˆ
z
3σˆ
z
12 + 12σˆ
z
4σˆ
z
11 + 16484σˆ
z
5σˆ
z
10 + 16484σˆ
z
6σˆ
z
9 +
16484σˆz7σˆ
z
8 − 32968σˆz0σˆz16 + 36σˆz1σˆz15 + 16484σˆz2σˆz14 + 16484σˆz3σˆz13 + 16484σˆz4σˆz12 + 12σˆz5σˆz11 +
16484σˆz6σˆ
z
10 + 16484σˆ
z
7σˆ
z
9 − 32968σˆz0σˆz17 − 32968σˆz1σˆz16 + 20σˆz2σˆz15 + 16484σˆz3σˆz14 + 16484σˆz4σˆz13 +
16484σˆz5σˆ
z
12 + 4σˆ
z
6σˆ
z
11 + 16484σˆ
z
7σˆ
z
10 + 16484σˆ
z
8σˆ
z
9 − 32968σˆz0σˆz18− 16σˆz2σˆz16 + 20σˆz3σˆz15 + 16σˆz4σˆz14 +
16484σˆz5σˆ
z
13+16484σˆ
z
6σˆ
z
12+12σˆ
z
7σˆ
z
11+16484σˆ
z
8σˆ
z
10−32968σˆz0σˆz19−32968σˆz2σˆz17−24σˆz3σˆz16+4σˆz4σˆz15+
16484σˆz5σˆ
z
14 + 16484σˆ
z
6σˆ
z
13 + 16484σˆ
z
7σˆ
z
12 + 16484σˆ
z
8σˆ
z
11 + 16484σˆ
z
9σˆ
z
10 − 32968σˆz0σˆz20 − 8σˆz3σˆz17 +
28σˆz5σˆ
z
15 + 16484σˆ
z
6σˆ
z
14 + 16484σˆ
z
7σˆ
z
13 + 16484σˆ
z
8σˆ
z
12 + 16484σˆ
z
9σˆ
z
11 − 32968σˆz0σˆz21 − 32968σˆz3σˆz18 −
8σˆz4σˆ
z
17−8σˆz5σˆz16+12σˆz6σˆz15+16484σˆz7σˆz14+16484σˆz8σˆz13+16484σˆz9σˆz12+16484σˆz10σˆz11−32968σˆz0σˆz22−
4σˆz4σˆ
z
18− 8σˆz6σˆz16 + 28σˆz7σˆz15 + 16σˆz8σˆz14 + 16484σˆz9σˆz13 + 16484σˆz10σˆz12− 32968σˆz0σˆz23− 32968σˆz4σˆz19−
8σˆz5σˆ
z
18− 8σˆz6σˆz17− 8σˆz7σˆz16 + 40σˆz8σˆz15 + 16484σˆz9σˆz14 + 16484σˆz10σˆz13 + 16484σˆz11σˆz12− 32968σˆz0σˆz24−
8σˆz5σˆ
z
19 + 8σˆ
z
6σˆ
z
18 + 24σˆ
z
9σˆ
z
15 + 16484σˆ
z
10σˆ
z
14 + 16484σˆ
z
11σˆ
z
13− 32968σˆz0σˆz25− 32968σˆz5σˆz20− 8σˆz6σˆz19−
4σˆz7σˆ
z
18 − 16σˆz8σˆz17 − 16σˆz9σˆz16 + 24σˆz10σˆz15 + 16σˆz11σˆz14 + 16484σˆz12σˆz13 − 32968σˆz0σˆz26 − 8σˆz6σˆz20 −
4σˆz7σˆ
z
19 − 8σˆz8σˆz18 − 16σˆz10σˆz16 + 40σˆz11σˆz15 + 16484σˆz12σˆz14 − 32968σˆz0σˆz27 − 32968σˆz6σˆz21 − 8σˆz7σˆz20 +
16484σˆz12σˆ
z
15+16484σˆ
z
13σˆ
z
14−8σˆz7σˆz21−16σˆz11σˆz17+16484σˆz13σˆz15−32968σˆz1σˆz28−8σˆz11σˆz18−16σˆz12σˆz17−
16σˆz13σˆ
z
16 + 16484σˆ
z
14σˆ
z
15 − 32968σˆz1σˆz29 − 32968σˆz2σˆz28 − 32968σˆz8σˆz22 − 8σˆz12σˆz18 − 16σˆz14σˆz16 −
32968σˆz1σˆ
z
30− 16σˆz3σˆz28− 16σˆz9σˆz22− 16σˆz13σˆz18− 16σˆz14σˆz17− 16σˆz15σˆz16− 32968σˆz1σˆz31− 32968σˆz3σˆz29−
32968σˆz9σˆ
z
23−16σˆz10σˆz22+8σˆz14σˆz18−8σˆz15σˆz17−32968σˆz1σˆz32−8σˆz4σˆz29−8σˆz5σˆz28−16σˆz10σˆz23−8σˆz11σˆz22−
8σˆz15σˆ
z
18− 32968σˆz1σˆz33− 32968σˆz4σˆz30− 8σˆz6σˆz28− 32968σˆz10σˆz24− 16σˆz11σˆz23− 32968σˆz1σˆz34− 8σˆz5σˆz30−
8σˆz6σˆ
z
29 − 8σˆz7σˆz28 − 16σˆz11σˆz24 − 32968σˆz1σˆz35 − 32968σˆz5σˆz31 − 8σˆz6σˆz30 − 32968σˆz1σˆz36 − 8σˆz6σˆz31 −
8σˆz7σˆ
z
30 − 16σˆz8σˆz29 − 16σˆz9σˆz28 − 32968σˆz12σˆz25 − 32968σˆz1σˆz37 − 32968σˆz6σˆz32 − 8σˆz7σˆz31 − 16σˆz10σˆz28 −
16σˆz13σˆ
z
25 − 32968σˆz1σˆz38 − 8σˆz7σˆz32 − 32968σˆz13σˆz26 − 16σˆz14σˆz25 − 16σˆz11σˆz29 − 16σˆz14σˆz26 − 8σˆz15σˆz25 −
32968σˆz2σˆ
z
39 − 32968σˆz8σˆz33 − 16σˆz12σˆz29 − 16σˆz13σˆz28 − 32968σˆz14σˆz27 − 16σˆz15σˆz26 − 32968σˆz2σˆz40 −
32968σˆz3σˆ
z
39−16σˆz9σˆz33−16σˆz14σˆz28−16σˆz15σˆz27−32968σˆz2σˆz41−32968σˆz9σˆz34−16σˆz10σˆz33−16σˆz14σˆz29−
16σˆz15σˆ
z
28 − 32968σˆz2σˆz42 − 32968σˆz4σˆz40 − 8σˆz5σˆz39 − 16σˆz10σˆz34 − 16σˆz11σˆz33 − 8σˆz15σˆz29 − 32968σˆz2σˆz43 −
8σˆz5σˆ
z
40 − 8σˆz6σˆz39 − 32968σˆz10σˆz35 − 16σˆz11σˆz34 − 32968σˆz2σˆz44 − 32968σˆz5σˆz41 − 8σˆz6σˆz40 − 8σˆz7σˆz39 −
16σˆz11σˆ
z
35−32968σˆz2σˆz45−8σˆz6σˆz41−32968σˆz2σˆz46−32968σˆz6σˆz42−8σˆz7σˆz41−16σˆz9σˆz39−32968σˆz12σˆz36−
32968σˆz2σˆ
z
47−8σˆz7σˆz42−16σˆz10σˆz39−16σˆz13σˆz36−32968σˆz2σˆz48−32968σˆz13σˆz37−16σˆz14σˆz36−32968σˆz8σˆz43−
16σˆz14σˆ
z
37−16σˆz15σˆz36−32968σˆz3σˆz49−16σˆz9σˆz43−16σˆz13σˆz39−32968σˆz14σˆz38−16σˆz15σˆz37−32968σˆz3σˆz50−
32968σˆz4σˆ
z
49− 32968σˆz9σˆz44− 16σˆz10σˆz43− 16σˆz14σˆz39− 16σˆz15σˆz38− 32968σˆz3σˆz51− 8σˆz5σˆz49− 16σˆz10σˆz44−
16σˆz15σˆ
z
39 − 32968σˆz3σˆz52 − 32968σˆz5σˆz50 − 32968σˆz10σˆz45 − 16σˆz11σˆz44 + 16σˆz16σˆz39 − 32968σˆz3σˆz53 −
8σˆz6σˆ
z
50− 4σˆz7σˆz49− 16σˆz11σˆz45− 32968σˆz3σˆz54− 32968σˆz6σˆz51− 32968σˆz3σˆz55− 8σˆz7σˆz51− 32968σˆz12σˆz46−
32968σˆz3σˆ
z
56−16σˆz13σˆz46−32968σˆz3σˆz57−32968σˆz8σˆz52−32968σˆz13σˆz47−16σˆz14σˆz46−16σˆz9σˆz52−16σˆz14σˆz47−
32968σˆz4σˆ
z
58 − 32968σˆz9σˆz53 − 32968σˆz14σˆz48 − 16σˆz15σˆz47 − 32968σˆz4σˆz59 − 32968σˆz5σˆz58 − 16σˆz10σˆz53 −
8σˆz11σˆ
z
52−16σˆz15σˆz48−32968σˆz4σˆz60−32968σˆz10σˆz54−32968σˆz4σˆz61−32968σˆz6σˆz59−24σˆz7σˆz58−16σˆz11σˆz54−
32968σˆz4σˆ
z
62+8σˆ
z
7σˆ
z
59−32968σˆz4σˆz63−32968σˆz7σˆz60−16σˆz8σˆz59−16σˆz9σˆz58−32968σˆz12σˆz55−32968σˆz4σˆz64−
8σˆz8σˆ
z
60−16σˆz10σˆz58−16σˆz13σˆz55−32968σˆz8σˆz61−32968σˆz13σˆz56−32968σˆz5σˆz65−16σˆz11σˆz59−16σˆz14σˆz56−
8σˆz15σˆ
z
55− 32968σˆz5σˆz66− 32968σˆz6σˆz65− 32968σˆz9σˆz62− 16σˆz10σˆz61− 8σˆz11σˆz60− 16σˆz12σˆz59− 16σˆz13σˆz58−
32968σˆz14σˆ
z
57− 32968σˆz5σˆz67− 16σˆz7σˆz65− 8σˆz11σˆz61− 8σˆz12σˆz60− 16σˆz14σˆz58− 16σˆz15σˆz57− 32968σˆz5σˆz68−
32968σˆz7σˆ
z
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